S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO

DE COMPOSTELA

Traballo Fin de Master

Métricas Conforme Einstein
Homogéneas No Reductivas

Ixchel Dzohara Gutiérrez Rodriguez

2015/2016

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






MASTER EN MATEMATICAS

Traballo Fin de Master

Meétricas Conforme Einstein
Homogéneas No Reductivas

Ixchel Dzohara Gutiérrez Rodriguez

Julio, 2016

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA






S C FACULTADE DE MATEMATICAS

UNIVERSIDADE
DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA

Eduardo Garcia Rio, profesor do Departamento de Mateméticas da Universidade de San-
tiago de Compostela, Esteban Calvifio Louzao, profesor do IES Ramén Caamano (Muxia),
e Ramon Vazquez Lorenzo, profesor do IES de Ribadeo Dionisio Gamallo (Ribadeo), como
directores do Traballo Fin de Mestrado con titulo Métricas Conforme Einstein Homogéneas
no Reductivas,

AUTORIZAMOS

a dona Ixchel Dzohara Gutiérrez Rodriguez para a stia presentacién coa fin de obter o Titulo
de Mestrado en Matematicas pola Universidade de Santiago de Compostela.

Santiago de Compostela, a 6 de julio de 2016.

Esteban Calvino Louzao Eduardo Garcia Rio Ramoén Vazquez Lorenzo

Ixchel Dzohara Gutiérrez Rodriguez






Agradecimientos

Estas lineas expresan mi agradecimiento a todas aquellas personas que con su ayuda
colaboraron en la realizacion del presente trabajo, en especial a Eduardo Garcia Rio, Esteban
Calvinio Louzao y Ramoén Vazquez Lorenzo directores de este trabajo; por su orientacion,
seguimiento y la supervision continua del mismo. Agradezco también los consejos y la ayuda
del profesor Manuel Ladra Gonzélez.

Por otra parte expreso mi gratitud a la Universidad Autéonoma “Benito Juarez”’ de Oaxaca
por brindarme la oportunidad de continuar mis estudios en Espana.

Un especial agradecimiento por la comprensién y el animo recibido por parte de mi
familia, amigos y por supuesto de Xabi.






Indice general

[Abstract]

Introduccionl

I Prelmg |

|[L.1. Variedades pseudo-riemannianas| . . . . . . . . . ...t e e e oL

|[1.2. Operadores diferenciales| . . . . . . ... ... L oo

[1.6.1. Descomposicién de la curvatural. . . . . . . ... ...
[1.6.2.  Autodualidad y el tensor de Cotton| . . . . ... .. ... ... ....
I1.7. El operador de Jacobi| . . . . . .. ... .. ... ... ..

. Espacios homogéneos no reductivos en dimension 4|

2.1. Descomposicion reductival . . . . . . . . . ... ...
[2.2. Clasificacion de Fels y Renner| . . . . . . .. ..o o000

[2.3. Descripcién en coordenadas| . . . . . . . ..o

12.4. Geometria de los espacios homogéneos no reductivos en dimension 4| . . . . .

. Curvatura de los espacios homogéneos no reductivos en dimension 4|

13.1. Métricas Lorentziana v de signatura neutra.| . . . . . . .. .. ... ... ...

[3.1.1.  Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (Al)[. . . . ... ... ..

[3.1.2.  Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A2)|. . . . ... ... ..

[3.1.3.  Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A3)[. . . . . .. ... ..

[3.2.1. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A4)[. . . . ... ... ..

[3.2.2.  Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A5)[. . . . .. .. .. ..

13.3. Métricas de signatura neutra] . . . . . . ... ... oo Lo

[3.3.1.  Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B1) | . . . ... ... ..

[3.3.2.  Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B2)| . . . . .. .. .. ..

[3.3.3.  Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B3)| . . . . . .. ... ..

13.4. Conclusiones geométricas | . . . . . . . . . . . .. e

IX

XI

25



4. Espacios homogéneos no reductivos conforme Einsten|

[4.1. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (Al)|
4.1.1. Tipo (Al)cong=0yb#0.........
4.1.2. Tipo (Al)cong=—"Fyb#0[. ... ...
[4.2. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (A2)|
[4.3. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (A3)|
[4.4. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (B1)|

|Observaciones finales y trabajo futuro|

VIII

35
36
36
38
39
40
41

43

45



Abstract

In this work we analize the conformally Einstein equation
1
(n —2) Hesy +pp = —{(n — 2)Ap + ¢T}g

for non reductives pseudo-riemannian 4-dimensional homogeneous spaces. We determine
explicity which non reductive homogeneous 4-manifolds are conformally Einstein and we give
the conformal Einstein metrics in each case. Moreover, the metrics inside each conformal
class are Ricci flat and, in some cases, we found two-parameter and three-parameter families
of conformal Ricci flat metrics.

Resumen

En este trabajo analizamos la ecuaciéon conforme Einstein
1
(n —2) Hesy +pp = —{(n — 2)Ap + ¢T}g

para los espacios pseudo-riemannianos homogéneos no reductivos de dimensiéon 4. Deter-
minamos explicitamente qué variedades homogéneas no reductivas son conforme Einstein y
damos todas las posibles métricas conforme Einstein en cada caso. En particular, las mé-
tricas Einstein en cada clase conforme son Ricci llanas y, en algunos casos, encontramos
familias dos y tres paramétricas de métricas conformes Ricci llanas.

Resumo

Neste traballo analizamos a ecuacion conforme Einstein
1
(n —2) Hes, +pp = —{(n - 2)A¢ + ¢T}g

para os espazos pseudo-riemannianos homoxéneos non reductivos de dimensién 4. Determi-
namos explicitamente que variedades homoxéneas non reductivas son conforme Einstein e
damos tédalas posibles métricas conforme Einstein en cada caso. En particular, as métricas
Einstein en cada clase conforme son Ricci chés e, nalgtns casos, atopamos familias dous e
tres paramétricas de métricas conformes Ricci chas.






Introduccion

Dentro de la geometria pseudo-riemanniana existen diversos espacios que son de gran
importancia por su riqueza fisica y/o geométrica, los espacios Einstein son un ejemplo de
ello. Una variedad pseudo-riemanniana (M, g) de dimension n > 3 se dice un espacio Finstein
si el tensor de Ricci p es un multiplo escalar del tensor métrico g y, en este caso, la métrica
se denomina métrica Finstein. La existencia de métricas Einstein sobre una variedad dada
es todavia un problema abierto. Una técnica habitualmente utilizada en geometria pseudo-
riemanniana, con el fin de mejorar el comportamiento de una métrica dada, consiste en
perturbar la métrica inicial, de forma que se pueda controlar su curvatura de Ricci. Las
deformaciones conformes han mostrado su utilidad en numerosos problemas por lo que,
desde el trabajo inicial de Brinkmann [9], se viene estudiando la existencia de métricas
Einstein en la clase conforme de una métrica dada.

En dimension dos, toda métrica posee un representante de Einstein en su clase conforme.
En dimension tres el problema es equivalente al caracter localmente conformemente llano
de la variedad, lo que puede caracterizarse mediante la anulacion del tensor de Cotton,
resultando una ecuacién tensorial. En dimensiones superiores Brinkmann ha probado que,
si existe una métrica Einstein en la clase conforme, entonces la deformaciéon conforme viene
determinada por la ecuacion

1
(n —2)Hesy, +pp = ﬁ{(" —2)Ap + o1}y,

donde Hes, y Ay denotan el Hessiano y el Laplaciano respectivamente de la funcion ¢ €
C>®(M).

A pesar de la aparente simplicidad, la ecuacion conforme Einstein es muy compleja y su
integraciéon resulta extraordinariamente complicada. El hecho de tener traza nula al igual
que divergencia cero, complica la obtencion de informacién sobre la geometria subyacente.

Centrandonos en el caso de dimensién cuatro, la situaciéon mas sencilla en la que la exis-
tencia de métricas conforme Einstein es no trivial, Kozameh, Newman y Tod [29] mostraron
que el problema consta de dos condiciones independientes. Una de esas condiciones es la
anulacion del tensor de Bach. El origen del tensor de Bach [3] surge como una condicién
de integrabilidad para que un espacio de dimensién 4 sea conforme a un espacio Einstein.
Este tensor se construye de manera puramente geométrica y por lo tanto captura las ca-
racteristicas necesarias para que un espacio sea conforme Einstein de manera intrinseca.
Gover y Nurowski [26] obtuvieron algunas obstrucciones tensoriales para que una métrica
sea conforme Einstein bajo ciertas condiciones de no degeneracion para el tensor de Weyl
conforme. Hoy en dia es un problema abierto caracterizar las variedades conforme Einstein
mediante ecuaciones tensoriales.

La existencia de métricas Einstein es mas sencilla de abordar para variedades homogé-
neas, en cuyo caso el sistema de ecuaciones en derivadas parciales se reduce a un sistema de
ecuaciones algebraicas (generalmente sobredeterminado). Una variedad pseudo-riemanniana

XI



XII Introduccion

homogénea (M, g) se dice reductiva si puede realizarse como el cociente M = G/H tal que
el algebra de Lie g de G puede descomponerse como la suma directa g = h @ m donde m
es un subespacio Ad(H)-invariante de g. Las variedades pseudo-riemannianas homogéneas
en dimensiéon 2 y 3 son reductivas pero existen variedades pseudo-riemannianas homogénas
en dimension 4 con métricas tanto Lorentzianas como de signatura neutra (2,2) que son no
reductivas. Las variedades pseudo-riemannianas homogéneas no reductivas de dimension 4
fueron clasificadas por Fels y Renner [20] en términos de sus correspondientes algebras de Lie
no reductivas. Después de la clasificaciéon de Fels y Renner, las propiedades geométricas de es-
tos espacios han sido intensamente estudiadas bajo distintos puntos de vista. Es importante
senalar que, si bien la geometria de los espacios homogéneos pseudo-riemannianos reductivos
presenta un alto grado de similitud con sus analogos Riemannianos, los espacios homogé-
neos no reductivos se corresponden con una situacion estrictamente pseudo-riemanniana, sin
analogo definido positivo.

El proposito en este trabajo es analizar la ecuacién conforme Einstein para los espacios
homogéneos no reductivos pseudo-riemannianos de dimensién 4, resolviendo explicitamente
el problema de existencia de métricas conforme Einstein y dando todas las posibles métricas
conforme Einstein en cada caso. Es importante sefialar que todas las métricas Einstein dentro
de cada clase conforme son Ricci llanas. Ademas, mostramos la existencia de familias 2 y 3
paramétricas de métricas conformes que son Ricci llanas en algunos casos.

El trabajo esta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 fijamos las conven-
ciones y notaciones a utilizar durante todo el trabajo. Introducimos los tensores de Weyl,
Cotton y Bach, asimismo damos las condiciones para que exista una descomposicion de los
tensores curvatura algebraicos. En el Capitulo 2 definimos la descomposiciéon reductiva de
una variedad homogénea e introducimos la clasificacion de Fels y Renner [20] sobre las va-
riedades pseudo-riemannianas homogéneas no reductivas de dimensiéon 4. Damos también la
descripcion explicita en coordenadas globales de cada una de las métricas. En la clasificacion
de Fels y Renner existen algunas otras posibilidades que no son tomadas en cuenta, por ello
en la dltima parte de este capitulo damos algunos resultados sobre la geometria de estos
espacios, llegando asi a nuestro teorema principal donde damos las condiciones necesarias y
suficientes para que un espacio homogéneo no reductivo de dimensiéon 4 sea conforme Eins-
tein. En el Capitulo 3 determinamos algunos hechos importantes sobre la curvatura de los
espacios homogéneos no reductivos, analizando los tensores de Ricci, Weyl, Cotton y Bach
caso por caso. Finalmente en el Capitulo 4 damos la prueba del teorema principal determi-
nando asi qué variedades homogénas no reductivas de dimensién 4 contienen una métrica
Einstein en su clase conforme y obtenemos explicitamente la forma de la métrica conforme
de Einstein.

Los resultados originales de este trabajo estan recogidos en la referencia [17].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo fijaremos la notaciéon que utilizaremos a lo largo del trabajo y daremos
las definiciones que motivan el estudio de los capitulos posteriores. Los resultados que se
encuentran en este capitulo se detallan en la bibliografia, por lo que omitiremos las demos-
traciones.

1.1. Variedades pseudo-riemannianas

Una variedad pseudo-riemanniana (M, g) es una variedad diferenciable M de dimension
n equipada con un tensor métrico, es decir, es un tensor de tipo (0,2) simétrico y no dege-
nerado, de signatura (n — v,v). Dado un vector distinto de cero v € T, M, diremos que el
vector es temporal si g(v,v) < 0, espacial si g(v,v) > 0y nulo (o luminoso) si g(v,v) = 0.
Denotaremos por S, (M), S;F (M), S)(M) a los conjuntos de vectores unitarios temporales,
espaciales y nulos respectivamente.

Recordemos que la signatura de la métrica g es el par (n—v,v) tal que n—v es el namero
de valores propios negativos y v el de positivos de la matriz asociada a g. Asi, por ejemplo
una variedad pseudo-riemanniana (M, g) n-dimensional es Riemanniana si tiene signatura
(0,n), es Lorentziana si tiene signatura (1,n — 1). Ademaés, si n es par y consideramos a ¢

2.2, se dice que la variedad tiene signatura neutra.

202
Denotaremos por TM y T*M a los fibrados tangente y cotangente de la variedad respec-
tivamente. Sea X(M) el espacio de todos los campos de vectores tangentes a M, los campos

con signatura (

de vectores los representaremos por letras mayusculas X, Y, Z,... y los vectores tangentes
a cada punto de la variedad por letras mintsculas x,, z, . . .

Para toda variedad pseudo-riemanniana (M, g) existe una tnica conexion lineal adaptada
V, que es libre de torsién, esto es,

VxY -VyX -[X,Y]=0, Vg=0.
Esta conexién recibe el nombre de conexion de Levi-Civita y es la tinica conexiéon simétrica

que hace paralela a la métrica g. La formula de Koszul nos da la expresion de tal conexion
como:

29(VxY,2)

[
b
s
~
N
+
~
=R
=
N

|
N
=
=
=



2 1 Preliminares

donde X,Y,Z € X(M) y [, ] representa el corchete de Lie. La conexion puede caracterizar-
se a partir de los simbolos de Christoffel. Dada una carta local (z!,...,2") definimos los
simbolos de Christoffel de primera especie por

1 (aglj g agij)

Ty = = j i _
=9\ ozt 9 ol

y los simbolos de Christoffel de sequnda especie por
Pfj = g"Tyj,
donde ¢*? denota la matriz inversa de gap- De esta forma tenemos que
Vo, 00 =T50,n,

0
con 8:61 = %

1.2. Operadores diferenciales

Sean (M, g) una variedad pseudo-riemanniana y f: M — R una funcion diferenciable.
Definimos el operador gradiente en M como V: C*(M) — X(M) de tal manera que Vf
esta determinado por:

gV [, X) = X(f), XeX(M).

En términos de un sistema de coordenadas locales (z!,...,2") en M, el gradiente de la

funcién f se puede expresar como:

Vf= i: gikﬂ 0

, Oxk ozt
i,k=1

El operador Hessiano de f se define como el endomorfismo hy: X(M) — X(M) dado por
su segunda diferencial covariante

hy(X) = Vx (V).

A partir de éste podemos definir un tensor de tipo (0,2) simétrico al que llamaremos tensor
Hessiano, que denotaremos por Hesy tal que

Hesy(X,Y) = XY f = (VxY)f =g(Vx(V[),Y).
En términos de un sistema de coordenadas locales podemos expresar el Hessiano como

2 - . .
Hes (02", 027) o f +% K <3ng 99, 3gl,> of

Ozi0xI ox! ozt OxJ ) Oz
_®r L of
T 9rtdrd U gk

Definimos la divergencia de un campo de vectores X como la traza del operador VX,
siendo este el endomorfismo que a cada Z € X(M) le hace corresponder V7 X, es decir,

divX =trVX.



1.3 El tensor de curvatura 3

n
Si{Es,..., E,} esunareferencial ortonormal div X = Z €;V g, X y definimos la divergencia
i=1
de un campo de tensores T de tipo (0, s) a partir de la traza de VT, como

divT(X1,.... Xe1) = Y a(VED)(X1, ... Xeo1, ), X1, Xe1 € X(M),

i=1

donde €¢; = g(FE;, E;). Observemos que la definicion es independiente de la referencia que se
elija.

1.3. El tensor de curvatura

Dada la conexioén de Levi-Civita, definimos el operador curvatura R o tensor de curvatura
de tipo (1,3) como:
R(X,Y)Z =Vixy) — [Vx,Vy]Z

y definimos el tensor de curvatura de tipo (0,4) por
R(X,Y, Z,V) =g(R(X,Y)Z,V).
El tensor de curvatura presenta las siguientes simetrias algebraicas:

a) R(X,)Y,Z,V)=-R(Y,X,Z,V)=-R(X,Y,V, 2),
b R(X,Y,ZV)+R(Y,Z,X,V) +R(Z X, Y,V) =0, (L.1)
C) R(XaKZ7V) :R(Za‘/ava)v

y la identidad diferencial

Las identidades b) y d) se conocen como primera y segunda identidad de Bianchi respectiva-
mente. Un tensor de tipo (0,4) se dice tensor de curvatura algebraico si verifica las simetrias
L)

La curvatura seccional de una variedad Riemanniana (M, g) es una funcion real K defi-
nida sobre la Grasmanniana de 2-planos:

R(x,y,r,y)
g(z,2)g(y,y) — g(z,y)?

K(m) =

para todo 2-plano m = ({x,y}) en T, M. En el caso pseudo-riemanniano nos restringimos a
la Grasmanniana de 2-planos no degenerados, es decir, donde g(x,x)g(y,y) — g(z,y)? # 0.
Cuando () es independiente de m C T, M, podemos escribir el tensor de curvatura como:

R(z,y, 2,v) = KRO(x,y, 2,v)

donde el tensor curvatura RY se conoce como el tensor de curvatura estindary viene dado
por

RO(z,y,2,v) = g(z,2)9(y,v) — g(y, 2)g(z,v).

La segunda identidad de Bianchi garantiza que x es necesariamente constante si M es conexa
y dim M > 3.
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A partir del tensor de curvatura, aparecen de forma natural ciertos tensores que podemos
definir para cualquier punto p de la variedad (M, g). Denotamos por p al tensor de Ricci de
tipo (0,2) que se define como

pla,y) = tr{z = R(z, 2)y}

y el operador de Ricci, que denotaremos por Ric, se define como el tensor de tipo (1,1) tal
que g(Ric(X),Y) = p(X,Y). Asimismo definimos la curvatura escalar T por

7 = trRic.

Dada una base arbitraria {ei,...,e,} de T,M, donde g;; = g(e;, e;), €l tensor de Ricci y la
curvatura escalar se expresan como:

n n
p(z,y) = Y g7R(x,ei,y,¢5), 7= g7p(eie)).

i,j=1 i,5=1

1.4. El tensor de Weyl
Definimos el producto Kulkarni-Nomizu de dos formas bilineales simétricas D y B como:
(D® B)(X,Y.2,V) =D(X, Z)B(Y,V) + D(Y,Y)B(X, Z)
- D(X,V)B(Y,Z) - D(Y, Z)B(X,V),

con X,Y,Z,V € X(M), obteniendo un tensor de tipo (0,4) que satisface las propiedades
algebraicas de curvatura.

Definicion 1.1. El tensor de Schouten & de una variedad pseudo-riemanniana n-dimensional
(M, g) se define como el tensor de tipo (0,2) simétrico:

6:ni2<p‘2<nzl>g>'

El significado geométrico de este tensor aparece en el estudio de la geometria conforme.
A partir del producto de Kulkarni-Nomizu del tensor de Shouten y del tensor de curvatura
obtenemos el tensor de Weyl.

Definicion 1.2. El tensor de Weyl VW de una variedad pseudo-riemanniana (M, g) se define
como el tensor de tipo (0,4):
W=R-60g.

Explicitamente lo podemos expresar como

W(z,y,z,v) = R(2,y,2,v) + u ){g(:w)g(yw)—g(y,Z)g(%v)}

(n—1)(n-2

(@, 2)g(y,v) = ply, 2)g(x,v) + ply, v)g(2, 2) = p(x,v)g(y, 2)},

para todo z,y,z,v € T, M.
Otro tensor que nos sera de utilidad en los capitulos posteriores, es el tensor de Cotton.

Definicion 1.3. El tensor de Cotton € de una variedad pseudo-riemanniana n-dimensional
(M, g) se define como

1

UX.Y. Z) = (Vxp)Y.2) = (Vyp)(X. 2) = 5y

(X(1)g(Y, Z2) = Y(7)9(X, Z)].



1.5 Métricas conforme Einstein 5

Este tensor mide la falta de simetria en la derivada covariante del tensor de Schouten,
pues

C(X,Y,Z) = (n - D[(Vx&)(Y, Z) - (Vy&)(X, 2)].

Ademas el tensor de Cotton esta determinado por la divergencia del tensor de Weyl de la

siguiente manera:
n- ge(x, Y, 2).

(divW)(X,Y, Z) =

1.5. Meétricas conforme Einstein

Una aplicacion conforme entre dos variedades pseudo-riemannianas (M, g) y (M ,g) es
una aplicacion diferenciable F': (M, g) — (M,q) con la propiedad F*§ = ¢~2g, para una
funcién diferenciable ¢: M — R distinta de cero en todo punto, es decir,

Irp (F* ()X, F*(p)Y) = ¢ *(p)gp(X,Y),  Vpe M,

para todo X,Y € X(M). En particular, las isometrias son aplicaciones conformes para ¢ = 1.
Diremos que dos variedades pseudo-riemannianas son conformes si existe una aplicacién con-
forme entre ellas. Esta nocion define una relacion de equivalencia en el espacio de variedades.
Denotamos con [g] la clase conforme de una métrica pseudo-riemanniana.

Teorema 1.4. [30] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimensionn y ¢: M —
R una funcion diferenciable no nula en cada punto. Si consideramos en M la métrica dada
por g = ¢~ 2g, entonces podemos relacionar los siguientes elementos de (M, g) y (M,g) de
la siguiente manera:

1. SiVy V son las conexiones de Levi-Civita de g y g respectivamente, entonces

VxY = VxY = —X(log )Y — Y(log o)X + g(X,Y)V(log ¢).

2. SiR, R denotan los tensores de curvatura de tipo (0,4) de g y g respectivamente,
entonces

R(X,Y)Z —R(X,Y)Z =(VxV(logp), Z)Y + (VyV(log ¢), Z) X
—(X,Z)VyV(logp) + (Y, Z)VxV(logp)
+(Ylog ¢)(Zlog p) X — (X log ¢)(Zlog )Y

—(V(log ¢), V(logp)) - R1(X,Y)Z
+(X log)(Y, Z) — (Y log 9)(X, Z))V log .

8. Sip yp son los tensores de Ricci de g y g respectivamente, entonces

p—p=¢*((n—2) pHes, +(pAp — (n —1)[|Ve|*)g),
donde Ayp = trHes,, es el Laplaciano.

Una variedad pseudo-riemanniana de dimensiéon n > 3 se dice un espacio Einstein si
el tensor de Ricci es un multiplo del tensor métrico. En este caso, la métrica se denomina
métrica Einstein

P =Ag. (1.2)
Tomando trazas en la Ecuacion ([1.2) tenemos que A\ = T y se sigue de la segunda
n

identidad de Bianchi que 7 = constante si M es conexa y dimensiéon M > 3. El siguiente
resultado nos dice como se comportan las métricas Einstein bajo las aplicaciones conformes.
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Lema 1.5. [31] En dimensionn > 3, una aplicacion conforme @ aplica una métrica Einstein
. . . . A
g en otra métrica Einstein § = p~2g, siy sdlo si Hes, = —‘pg.
n
En particular para n = 4, en el caso riemanniano todo espacio Einstein es de curvatura
seccional constante si admite una aplicaciéon conforme no trivial sobre otro espacio Einstein
(ver [1I0]).

Definicién 1.6. Una variedad pseudo-riemanniana (M, g) se dice conforme FEinstein si
para todo punto p € M existe una vecindad U y una métrica conformemente equivalente
(U,g = ¢ 2g) de Einstein, para algin ¢: U — R.

Teorema 1.7. [9] Una variedad es conforme Einstein si y solo si la siguiente ecuacidn tiene
solucion positiva:
1
(n —2)Hes, +¢p = ﬁ((n —2)Ap+ T1)g. (1.3)
A esta ecuacion se le denomina ecuacion conforme Einstein.

Aunque en dimension 2 la ecuacion es trivial, en dimensiones superiores la integracion de
la Ecuacion es sorprendentemente dificil. En dimension 3, (M, g) es conforme Einstein
si y solo si, es localmente conformemente llana. Sin embargo, en dimension > 4, existen
ejemplos de variedades conforme Einstein que no son localmente conformemente llanas. La
Ecuacion implica que los espacios propios de Hes, deben coincidir con los espacios
propios dados por el tensor de Ricci p. Por lo tanto, los valores propios de Hes, estidn
determinados por los valores propios de p y por .

1.6. Autodualidad

En esta secccién introducimos los conceptos de auto-dualidad y anti-autodualidad, los
cuales se obtienen a partir del tensor de curvatura. Estamos interesados en variedades de
dimension 4 y en esta dimension el tensor de curvatura presenta una descomposiciéon peculiar.

Dado un R-espacio vectorial V' de dimension n con base {ey,...,e,}, un bivector de V
es un elemento de la forma .

Z aij€; A €4

ij=1
con a;; € R,1 <14,j < n. Al conjunto formado por todos los elementos de esta forma se le
conoce como el espacio de bivectores A?(V) y tiene las siguientes propiedades:

e Nej=—ejNe;yeNeg=0 Vije{l,...,n}

» El conjunto e; A ea,...,e1 Aen,ea Aes,...,e,_1 Ae, forma una base de A%(V).

n(n—l)'

En consecuencia, el espacio A?(V) tiene estructura de espacio vectorial de dimensién 5

Definimos el producto wedge de dos elementos z,y € V, con x = 2'e;,y = yje]- como:

n n
(Z xiez) MDD ve
=1 j=1

Z(xiyj —2Iye; Aej € A%V

1<J

AN

A pesar de que la construccion que usaremos es valida en general para cualquier espacio
vectorial dotado con un producto escalar, nos interesa el caso en el que el espacio vectorial
es el espacio tangente en un punto de una variedad pseudo-riemanniana.
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Lema 1.8. [30] Dado un espacio vectorial V' de dimensidn n y un producto escalar (-,-) que
denotaremos por (V, (-,-)), la aplicacion <,>: A2V x A2V — R

LT NY,z Nt >= <x,z><y7t> - <x7t><y72>a

es un producto escalar en A2V . Ademds, si{ei,...,e,} es una base ortonormal de V, también
lo serd la base dada por los elementos e; Nej (1 < j) con la métrica que induce este producto
en A2V.

Observacion 1.9. El producto escalar definido en el Lema [T.8] tiene la siguiente relacion:
RO(z,y,z,y) =<z Ay, ANy>, x,9€ T,M.
Lema 1.10. [30] EIl espacio de los endomorfismos de A2V tiene el siguiente producto escalar:
< A, B >:=tr(Ao B).

Consideremos (V, (-,-)) un espacio vectorial de dimension 4 con signatura (2,2) y sea
B = {e1, e, e3,e4} una base ortonormal de V. Sea A%V con la métrica <,>> de tal manera
que A%V tiene dimension 6. Para calcular la signatura de A2V consideramos la base inducida
por los elementos de B, es decir,

Bp = {61 Neg,er ANes,e1 ANeg,ea N\es,ea N\ eyg,e3 N\ 64},

y basta hacer el producto escalar de cada elemento de la base por si mismo, pues el Lema
nos garantiza que esta base es ortonormal:

<K ep Neg,e1 Neg >= (eq,e1)(ez, ea) — (e1,e2) ez, €1) = €162

K ejNesg,e1 Neg >= (e, €1

<K e /\64,61 /\64 >= €1,€1

(

(

<K ea Neg,ex N es >= (e, eq

K ea Neg,ex Ney >= (e, €9
(

(€3, e3) —

(ea,€4) —

(e3,e3) — (e2, €3
(€a,€4) —

< ez Neg,e3 Neg >= (e3,e3)(eq, eq) — (e3,e4)(es; €3

donde ¢; = (e;,e;). Para cualquier combinacion posible de signos, siempre que la métrica
(+,-) tenga signatura neutra, la nueva métrica tendré signatura (4,2). En particular, todo
elemento de dicha matriz sera de la forma ¢;d;;. Sea {e1, €2, e3,e4} una base ortonormal de
V', podemos definir el elemento e; A es A ez A e4 de manera analoga a la forma en la que
definimos los elementos de A?V. En este caso, el espacio que se obtiene es de dimension 1 y
el elemento

vi=ep Ney Nes/N\ey

es un generador que recibe el nombre de elemento de volumen. Ademés, dada una base
ortonormal, solo existen dos posibles elementos de volumen distintos.

Definicién 1.11. En las condiciones anteriores, el operador estrella de Hodge x se define
como el endomorfismo
x: A2V = A%V, oy,

tal que si a, 3 € A2V entonces a A %3 =< a, > v.

Este operador cumple las siguientes propiedades en signatura Riemanniana o neutra:
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a) *2 = Idsz,
b) * es un operador autoadjunto.

Notemos que tales propiedades dependen de las distintas signaturas del producto escalar.
En la base e; A e; tenemos que:

*(e1 Neg) = eseges Ney, *(ex Aes) = —eaeqen Aey, *(e1 Aeyg) = exezen Aes,

y los elementos restantes se obtienen ya que 2> = Ida2y . Usando nuevamente este hecho,
los valores propios asociados son 1 6 —1. Nuestro objetivo ahora es descomponer el espacio
A%V como suma directa de los espacios asociados a tales valores del operador estrella de
Hodge.

Proposiciéon 1.12. El espacio A2V puede realizarse como la suma directa de los espacios
AV ={ae ANV |xa=a}, AV ={aeAV |xa=-a},

a AiV se le denomina espacio de 2-formas autoduales y a A2V espacio de 2-formas anti-
autoduales.

1.6.1. Descomposiciéon de la curvatura

El siguiente resultado proporciona una descomposiciéon de los tensores curvatura alge-
braicos que, a su vez, motiva los tensores introducidos anteriormente.

Teorema 1.13. [30] Un tensor curvatura algebraico A en un espacio vectorial con producto
interior (V, (-,-)) se descompone como

A=8a+34+Wa
siendo .
—714' P o .
L[A_Qn(nfl)<’ 1O L),
1
3a= 5 (pa="200) @ (),

Wa=A-Us—34=A4A-640¢(,),

donde pa, T4 y &4 son el tensor de Ricci, la curvatura escalar y el tensor de Schouten
asociados a la curvatura algebraica de A respectivamente.

Por otro lado, los Lemas y nos permiten relacionar cada tensor curvatura alge-
braico en (V, (-,+)) con un tinico endomorfismo autoadjunto en (A?V, <, >>) de la siguiente
manera. Dado un tensor de curvatura A, se define el endomorfismo A: A2V — A2V por

< g(x/\y),z/\w>> =Az,y,z,w) Vz,y,z,w € T,M,

de tal manera que A queda completamente determinado por A. Reciprocamente podemos
determinar un tensor de curvatura A a partir de un endomorfismo autoadjunto.

Observacion 1.14. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto formado por los
tensores curvatura algebraicos A, y el conjunto de endomorfismos autoadjuntos de A%V, A,
que verifican

CAXANY),ZAT >+ <AYANZ),XNT >+ <AZANX),Y AT > =0.

En particular, el tensor curvatura estandar A° se corresponde con el endomorfismo Idz.
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Por lo tanto, si consideramos el operador curvatura asociado a cada tensor de curvatura
algebraico A en (V, (-, -)), dicho operador puede interpretarse como un endomorfismo A del
espacio de 2-formas A?(V). De este modo, las componentes 4,34, Wa del Teorema se
corresponden con las componentes ortogonales siguientes:

= 4 es la proyeccion ortogonal en el espacio de tensores curvatura algebraicos de cur-
vatura seccional constante.

= La anulacion de la componente 3 4 se corresponde con los tensores curvatura algebrai-
cos de Einstein.

= En dimensiéon n > 4, la anulacién de la componente W4 representa los tensores cur-
vatura algebraico localmente conformemente llanos. Dichos tensores estdn completa-
mente determinados por sus correspondientes tensores de Ricci.

Gracias a que el tensor W es un tensor de tipo (0,4) que satisface todas las propiedades
algebraicas de la curvatura dadas en la Ecuacion (1.1]), se le puede asociar un endomorfismo
W: A2V — A%V, de tal manera que

< W(:c ANY),z At >=W(x,y, z,1).
Definiciéon 1.15. Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial de dimensiéon 4 con signatura neutra.
Se dice que V' es autodual si W(A2V) =0 y es anti-autodual si W(A2V) = 0.

Denotaremos por Wi a la restriccion de W a A2V y por W4 al tensor de curvatura
algebraico asociado, de tal forma que si la variedad es autodual (o anti-autodual) tenemos
que W~ =0 (o WH =0).

Definicién 1.16. Un tensor curvatura algebraico A se dice conformemente llano si W4 = 0
y A se dice semi-conformemente llano si éste es autodual (W} = 0) o anti-autodual (W} =
0).

Lema 1.17. [II] En las condiciones de la definicion anterior, (V,{(-,-), A) es autodual si y
sdlo si respecto a una base ortonormal {e1, ea,e3,e4} se verifica que para todo x,y € V:

WA(617 €i, T, y) = O'ijkejEkWA(ej, €L, T, y)7
con {i,7,k} = {2,3,4} y 045k la signatura de la permutacion correspondiente.

Como estamos interesados en variedades pseudo-riemannianas, podemos reformular la
condicion de autodualidad del lema anterior para una base pseudo-ortonormal {t,u,v,w}.
Supongamos que la matriz que representa al tensor de la métrica g en nuestra base tiene la
siguiente forma:

0010
00 01
1 0 00 (14)
01 00

entonces, todos los productos posibles entre los elementos de la referencia son cero salvo
t,v) = (v,t) = (u,w) = (w,u) = 1. A este tipo de referencia se le conoce como pseudo-
ortonormal.

Lema 1.18. [I1I] En las mismas condiciones, (V, (), A) es autodual si y sdlo si, respecto a
una base pseudo-ortonormal {t, u, v, w} de la forma , se verifica que para todo x,y € V:
Wa(t,v,z,y) = Walu,w,z,y),

Wal(t,w,z,y) = 0,
Walu,v,z,y) = 0.
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Definicién 1.19. Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 y signatura
neutra. Diremos que M es autodual (o anti-autodual) si para todo p € M, (T,M, g, Rp) es
autodual (o anti-autodual). En tal caso, diremos que (M, g) es semi-conformemente llana.

1.6.2. Autodualidad y el tensor de Cotton
A partir de los Lemas y obtenemos los siguientes resultados.

Lema 1.20. [41] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 y singnatura
neutra. Si M es autodual entonces para toda base ortonormal {e1, ez, e3,e4} de T,M y para
todo z € T,M se tiene

C(el, €, Z) = O'ijijEth(ej, €k, Z)

Lema 1.21. [AI] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 y signatura
neutra. Si M es autodual entonces para toda base pseudo-ortonormal {t,u,v,w} € T,M y
para toda z € T,M se tiene

C(t,u,2) = C(u,w,z2),
C(t,w,z) = 0,
C(u,v,2) = 0.

1.7. El operador de Jacobi

La importancia del tensor de curvatura se debe al hecho de que éste codifica la mayor
parte de la geometria de una variedad. Sin embargo, su complejidad motiva su estudio a
partir de ciertos operadores que se definen a partir del propio tensor, por ejemplo el operador
de Jacobi.

Definiciéon 1.22. Sea V un espacio vectorial dotado de un producto interior (-,-) y A un
tensor curvatura algebraico sobre V. Dado z € V fijo, el operador de Jacobi asociado a z se
define como la aplicacion lineal

Ja(z): V=V, Ja(z)(x) — (A(-,2)2)zr = Az, 2)z.
Es posible restringir el dominio de este operador a z*. Por las propiedades de curvatura

para z # 0, (A(z,2)z,2) = A(x,2,2,2) = 0 por lo tanto A(x,2)z € 2t y A(z,2)z = 0.
Observemos que este operador es autoadjunto, en efecto:

(Jaz)(z),y) = (Alz,2)z,9)
= Az, z,2,y)
Ay, z, 2z, x)
(A(y, 2)z, )
= (2,Ja(2)(y))-

Notemos también que si z € S(V), Ja(z) es el operador de Jacobi y {z1,...,2n_1} s
una base ortonormal para 2, entonces
n—1
rJa(z) = Y (wnw)(Ta(2)wi,wi),
i
= Z(mi,xiMA(mi,z)z,xi),
i=1
= plz, Z)
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Si € 2% es un vector unitario no nulo, entonces el plano m = ({z,2}) es un plano no
degenerado de V, esto es, la restriccion de (-, ) al plano 7 es no degenerada. En consecuencia,
la curvatura seccional de 7 es:

o = (A(z, 2)z, x)
Km = o) — (wae
(Ta(2), 7)

(x,x)(z,2)

En particular, si nos restringimos al caso definido positivo, los autovalores del operador de
Jacobi representan los valores extremos de la curvatura seccional de todos los planos que
contienen a z.

1.7.1. Variedades de Osserman

Sea A un tensor curvatura algebraico en un espacio vectorial con producto interior
(V,{-,-)) de signatura (v,n — v). Diremos que (V,{-, ), A) es espacial Osserman (res-
pectivamente temporal Osserman) si los autovalores, posiblemente complejos, del operador
de Jacobi asociado J4 son constantes en la pseudo-esfera espacial S* (V) (respectivamente,
en la pseudo-esfera temporal S~ (V)). Asumiendo v > 0 y n — v > 0, ambas condiciones
son equivalentes [2I]. En lo que sigue cuando una de las anteriores condiciones se satisfaga
diremos que (V, (-, ), A) es Osserman.

En un contexto puramente geométrico debemos diferenciar en primer lugar entre las
condiciones de Osserman puntual y global. Diremos que una variedad pseudo-riemanniana
(M, g) es puntualmente Osserman si los autovalores de los operadores de Jacobi Ja(z) no
dependen del vector espacial unitario x € S;‘ (M) pero pueden cambiar de punto a punto.
En el caso en que los autovalores de los operadores de Jacobi no varien de un punto a otro
diremos que (M, g) es globalmente Osserman. Claramente toda variedad pseudo-riemanniana
isotropica es globalmente Osserman. De este modo, los espacios de curvatura constante, las
variedades Kahler de curvatura seccional holomorfa constante o las variedades para-K&hler
de curvatura seccional paraholomorfa constante son ejemplos de variedades globalmente
Osserman.

Dado que el tensor de Ricci de una variedad pseudo-riemanniana se obtiene a partir de la
traza de los operadores de Jacobi p(z, z) = tr J4(x), toda variedad puntualmente Osserman
es necesariamente de Einstein y en consecuencia tiene curvatura seccional constante en
dimension dos y tres. En tal caso las condiciones de ser puntual y globalmente Osserman
resultan equivalentes. Por lo tanto, la dimensiéon mas baja en la que la condicién de Osserman
no es trivial es para n = 4.

Motivado por el hecho de que la condicién de Osserman no es invariante por transforma-
ciones conformes, en [6] se ha iniciado el estudio de las variedades conforme Osserman como
aquellas que verifican la condicién puntual de Osserman para el operador de Jacobi asociado
al tensor de Weyl Jyy(x) = W(-, z)z. Dado que el tensor de Weyl de tipo (1,3) es inva-
riante por transformaciones conformes y que estas simplemente producen un rescalamiento
de la pseudo-esfera espacial o temporal unitaria en cada espacio tangente, la condicion de
Osserman conforme es invariante por transformaciones conformes.

Como el tensor curvatura de Weyl se anula en dimension tres, las variedades conforme
Osserman son no triviales a partir de dimensiéon n = 4. Ademés, en tal dimensiéon se han
caracterizado de la siguiente forma

Teorema 1.23. [2] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4. Entonces
(M, g) es conforme Osserman si y solo si es autodual o anti-autodual.
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Es importante senalar que la propiedad conforme Osserman no proporciona informacion
sobre el tensor de Ricci, dado que la traza del tensor de Weyl es nula. Como consecuencia
del resultado anterior tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.24. [25] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4. Entonces
(M, g) es puntualmente Osserman si y solo si es Einstein y autodual o anti-autodual.

Aunque la descripcion de las variedades de Osserman es todavia un problema abierto,
en ciertas situaciones se conoce una clasificaciéon completa.

Teorema 1.25. [I8] Sea (M, g) una variedad globalmente Osserman Riemanniana de di-
mensidon 4. Entonces (M, g) es localmente isométrica a un espacio de curvatura seccional
constante o una variedad Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante.

Es importante puntualizar respecto al resultado anterior que no se conoce todavia una
respuesta si se reemplaza la condicion global de Osserman por la condicién puntual. De
hecho, existe un buen nimero de ejemplos de variedades puntualmente Osserman que no
son globalmente Osserman (ver [19]). En contraposicion, la situacién Lorentziana es extre-
madamente rigida, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.26. [5] 21I] Sea (M, g) una variedad Lorentziana. Entonces (M, g) es puntual-
mente Osserman si y solo si es de curvatura seccional constante.

1.8. El tensor de Bach

Sea g = gp_zg una métrica conformemente equivalente y sea ¢ = e?. Denotemos por )7\7
y div W al tensor de Weyl y su divergencia respectivamente con respecto a la métrica g. El
comportamiento conforme de la divergencia del tensor de Weyl esta dado por la siguiente
ecuacion:

divW(X,Y, Z) = (divW)(X,Y, Z) + (3 = n)W(X,Y, Z, V).

Si g = e 2?g es una métrica Einstein, entonces
diva W(-, )+ (B =n)W(-,-,, Vo) =0 (1.5)

pues una variedad Einstein pseudo-riemanniana de dimensién mayor igual a 4 tiene tensor
de Weyl armonico (ver [31]). Sea {E1, Es, ..., E,} una base ortonormal con g(E;, E;) = €;0;;
y € € {£1}. Para el tensor de Ricci p, denotemos por W/p] el siguiente tensor de tipo (0, 2):

WIl(X,Y) = eie;W(E;, X,Y, E;)p(Ej, E;).
,J

Si tomamos la divergencia divy con respecto al primer argumento de la Ecuacion ((1.5)),
obtenemos

divy divg W 4+ Z%;W[p] ~(n—3)(n - HWde ® d¢] = 0,

donde W[d¢®d¢](X,Y) =Y _ eie,W(E;, X, Y, E;)dp(E;)@d¢(E;), lo que motiva la siguiente
(%]

definicion:

Definiciéon 1.27. Para una variedad pseudo-riemanniana (M, g) de dimension n > 4, defi-

nimos el tensor de Bach como

n—3

B = divy divg W +
n—2

Wipl.
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La descripcién del tensor de Bach en coordenadas viene dada por
kol L g
Bij =V VWi + Pl Wit

0 equivalentemente

Bi; = . D (VaOris+ Y, | okr D 659" Wiajs

n—2
k,a k,l=1 a,B=1

En dimensioén 4, el tensor de Bach es simétrico, con traza cero, divergencia cero y con-
formemente invariante, es decir, si § = ¢~ 2g, entonces By = wz%g. Si M es una variedad
compacta, el tensor de Bach es el gradiente del funcional

Wig) = [ IW,Idv,
M
Definicion 1.28. Diremos que una métrica es Bach-llana si se satisafce que 6 = 0.

La condicién anterior es la ecuacion de Euler-Lagrange del funcional W, en particular
las métricas que son localmente conforme Einstein son métricas Bach-llanas. En el caso
Riemanniano, las métricas semi-conformemente llanas son también Bach llanas pero no son
weakly-generic. Una métrica se dice weakly-generic si W(X,+,-,-) = 0 se cumple si y solo si
X =0, es decir, el tensor de Weyl visto como la aplicacion TM — ®@3TM es inyectiva.

El origen del tensor de Bach [3] se debe a una condiciéon de integrabilidad para que un
espacio de dimension 4 sea conforme a un espacio Einstein. Si (M, g) es Einstein, se sigue
trivialmente de la Definicion [[.27] que B = 0. Como B es invariante conforme en dimensiéon
4, toda variedad conforme Einstein de dimensién 4 sera necesariamente Bach llana.
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Capitulo 2

Espacios homogéneos no
reductivos en dimension 4

En este capitulo estudiaremos la clasificaciéon de las variedades homogéneas, pseudo-
riemannianas no reductivas de dimension 4 dada por Fels y Renner (ver [20]). En cada caso
M = G/H, especificamos el algebra de Lie g del grupo G, la subalgebra h correspondiente
al subgrupo H y el subespacio complementario m, asi como la expresién en coordenadas de
la métrica.

2.1. Descomposicion reductiva

Una wvariedad homogénea es una variedad M sobre la que acttia por la izquierda un
grupo de Lie G de forma transitiva, es decir, para todo p,q € M existe ¢ € G tal que
gp = q. Por lo tanto, una variedad homogénea puede identificarse con el cociente G/H,
donde H es el subgrupo de isotropia de un punto m € M. El subgrupo H es cerrado pero
no necesariamente conexo. Reciprocamente, cualquier subgrupo cerrado H de un grupo de
Lie G define una variedad homogénea M = G/H tal que la proyecciéon natural de G sobre
G/H es diferenciable.

Sea M = (G/H una variedad homogénea y g, b las algebras de Lie de G y H respectiva-
mente.

Proposicion 2.1. [27] M se dice reductivo si el dglgebra de Lie g puede realizarse como la
suma directa de subespacios vectoriales g = hdm, dondem es el subespacio Ad(H)-invariante
sobre g, es decir, Ad(H)m C m.

Notese que Ad(H)m C m implica que [h,m] C m. Si H es conexo, [h, m] C m implica
Ad(H)m C m. Ademés si H es compacto, una descomposicion de este tipo siempre existe ya
que es posible tomar m = h+ con respecto a un producto interior Ad(H)-invariante sobre g.

Definicién 2.2. Una métrica Riemanniana g en G/H se dice G-invariante si la accion
t.: G/H - G/H, t.(sH)=rsH

es una isometria para todo r € G. En este caso diremos que (G/H,g) es un espacio homo-
géneo de Riemann.

Si G/ H es un espacio homogéneo reductivo que admite una métrica pseudo-riemmanniana
con G actuando por isometrias, el tensor de curvatura R toma una forma particularmente

15
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simple. En este caso, la geometria de estos espacios puede estudiarse mas facilmente. Por otro
lado, se conoce poco sobre la estructura de las variedades homogéneas pseudo-riemannianas
no reductivas. En la siguiente secciéon estudiaremos los espacios homogéneos no reductivos
en dimensioén 4.

2.2. Clasificacion de Fels y Renner

Sea M = G/H, denotaremos por (g, h) al par de algebras de Lie correspondientes a G y
H respectivamente. Las algebras de Lie de dimensiones bajas han sido clasificadas en [38].
Siguiendo su notacién, seran especialmente relevantes para nuestro trabajo las correspon-
dientes a:

. A411,9 es un algebra de Lie resoluble, donde los productos distintos de cero son:
lea,e3] =e1, [er,eq] =2e1, ez, ea] =e2, [e3,eq] =e3.
e As 30 es un algebra de Lie resoluble, donde los productos distintos de cero son:

le2, e4] = €1, les, eq] = €2, le1, e5] = (a+ 1es,

[e2, e5] = aea, [es, e5] = (a — 1)es, [es, e5] = eq.
e As 36 es un algebra de Lie resoluble, donde lo productos distintos de cero son:
[e2, €3] = e1, [e1,e4] = ex, [ea, €4] = €2,
[ea, e5] = —ea, [es, es5] = es.
e Aj 37 es un algebra de Lie resoluble, donde los productos distintos de cero son:

[e2, €3] = e, [e1, 4] = 2ey, [e2, ea] = €2,
[es, e4] = es, [e2, e5] = —es, [es, es] = ea.
Teorema 2.3. [20] Sea (M,g) una variedad Lorentziana homogénea de dimension 4, donde

H es conexo. Si M es no reductiva, entonces el par (g,h) es isomorfo a uno de la siguiente
lista.

(Al) El dlgebra de Lie g es el dlgebra 5-dimensional sl(2,R) @ s(2), donde $(2) es el dlge-
bra resoluble 2-dimensional. Existe una base {ei,...,es5} de g, tal que los productos
distintos de cero son:

[617 62] - 2627 [617 63] = _2637 [627 63] = €1, [647 65] = €4.

Las subdlgebras son h) = span{h; = e3 + e4} y m = span{u; = e1,us = ey, uz =

€5,y = €3 — €4}.

(A2) Eldlgebra de Lie g es la familia 1-paramétrica de algebras de Lie resolubles 5-dimensionales

As 30. Existe una base {e1,...,e5} de g, tal que los productos distintos de cero son:
le1, e5] = (a+ 1)ex, [e2, e4] = e1, [e2, 5] = ez,
[e3, ea] = ea, le3, e5] = (o — 1)es, [ea, 5] = e4,

donde o € R. Las subdlgebras son h = span{h; = es} y m = spanf{u; = ej,ug =
€2,U3 = €3,Us = €5}.
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(A3)

El dlgebra de Lie g es una de las algebras de Lie 5-dimensionales As 37, As 36. Existe

una base {e1,...,e5} de g, tal que los productos distintos de cero son:
le1, e4] = 2ey, [e2, €3] = e1, [e2, e4] = e2,
[e2, e5] = —ees, [e3, e4] = e3, [e3, e5] = ea,
con € =1 para As 37 y € = —1 para As s6. Las subdlgebras son b = span{h; = e3} y

m = span{u; = e1,uz = €3,U3 = €4,Ug = €5}.

El dlgebra de Lie g es el algebra de Lie 6-dimensional de Schrédinger s[(2,R) x n(3),
donde n(3) es el dlgebra de Heisenberg 3-dimensional. Eziste una base {e1,...,es} de
g, tal que los productos distintos de cero son:

[e1, e2] = 2eq, [e1,e3] = —2es, [e2, e3] = €1, [e1,e4] = ey,

le1, e5] = —es, e, e5] = eu, [e3, e4] = e, [ea, 5] = es.

Las subdlgebras son h = span{h; = ez + eg,ha = e5} y m = span{u; = ej,ug =
€2,U3 = €3 — €6,Us = €4}

El dlgebra de Lie g es el dlgebra 7-dimensional sI(2, R)x A 4. Existe una base {ey,...,er}
de g, tal que los productos distintos de cero son:

le1, e2] = 2ea, le1, e3] = —2es, le1,e5] = —es, le1, e6] = e,
lea, e3] = ey, lea, e5] = es, les, e6] = es, lea, e7] = 2ey,
les, e6] = eq, s, e7] = es, le6, 7] = es.

Las subdlgebras son h = span{h; = e; + e7,ha = e3 — eq, hg = e5} y m = span{u; =
e1 — ey, Uy = ez,U3 = €3 + €4, Uy = €.

El siguiente teorema nos da una lista de algebras cuando la signatura de la variedad es

(2,2).

Teorema 2.4. [20] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana, homogénea de dimension
4 y signatura (2,2), donde H es conexo. Si M es no reductivo, entonces el par (g,h) es

isomorfo a uno de la siguiente lista.

(A1)

(B1)

(B2)

— (A3) Los correspondientes pares de dlgebras de Lie en el Teorema .

El dlgebra de Lie g es el dlgebra 5-dimensional s[(2, R)xR2. Eziste una base {e1, ..., e5}
de g, tal que los productos distintos de cero son:

le1,e2] = 2ea, [e1,e3] = —2ea, [e2,e3] =e1, [e1,ed] = ey,

le1,e5] = —e5, [e2,e5] =eq, [e3,eq] = es.
Las subdlgebras son b = span{h; = ez} y m = span{u; = ej,us = ea,u3z = e4,uy =

65}.

El dlgebra de Lie g es el dlgebra 6-dimensional de Schrédinger sI(2,R) x n(3) como
en (Ad4) del Teorema con las subdlgebras h = span{h; = e3 — eg,ha = e5} y
m = span{u; = e1,us = ea,u3 = €3 + €g, Uy = €4}.
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B3) El dlgebra de Lie g es el dlgebra 7-dimensional sl(2,R) x R?2 @& R. Existe una base
g

{e1,...,e7} de g, tal que los productos distintos de cero son:
[e1,e2] = 262, [e1,e3] = —2e3, [ea,e3] =e1, [e1,eq] = ey,
[ela 65] = —é€xs, [€2a 65] = €4, [637 64] = €5.

Las subdlgebras son h = span{h; = ez, ha = e5 + e} y m = span{u; = ej,ug =
€2, U3 = €3,Us = €4}.

El siguiente teorema nos da una clasificacién completa cuando el espacio es simplemente
conexo.

Teorema 2.5. [20] Sea (M,g) un espacio homogéneo, pseudo-riemanniano simplemente
conexo, no reductivo de dimension /4, entonces

(i) M es difeomorfo a R*.

(ii) Si G es el grupo de isometrias completo entonces el par de dlgebras de Lie para G/H
es equivalente a una de las dlgebras del Teorema excluyendo a (A5), o a una de
las dlgebras del Teorema[2.])

Inversamente para todo par de dlgebras de Lie en el Teorema excepto para (A5) o para
algin dlgebra en el Teorema existe una métrica pseudo-riemanniana en R* (sujeta a
las condiciones de signatura), donde el grupo de isometrias actia transitivamente en R*. El
dlgebra de Lie del grupo de simetrias estd dado por el dlgebra de Lie g y el dlgebra de Lie de
la isotropia en un punto es b.

Los Teoremas [2.3]y [2.4] fueron utilizados por Fels y Renner para obtener una descripcion
de las variedades homogéneas no reductivas de Einstein. Sin embargo, dicha clasificacion
resulta ser incompleta, por lo que en este trabajo analizaremos con detalle la clasificacion
en el Capitulo 3.

2.3. Descripciéon en coordenadas

Dado que estamos interesados en la existencia de métricas conforme Einstein, hemos de
estudiar la existencia de soluciones de la ecuacion conforme Einstein . La descripcién que
nos proporcionan los Teoremas y no resulta especialmente comoda, pues las posibles
soluciones en principio no serédn compatibles con la estructura de las algebras de Lie. Por
ello, a continuacién analizaremos una descripcién alternativa en coordenadas. En la seccion
anterior vimos que los espacios homogéneos M = G/H pseudo-riemannianos simplemente
conexos de dimensién 4 son difeomorfos a R*. Mas atin, con excepcion de (A5), para cada
tipo existe un métrica homogénea en R* con el correspondiente grupo de isometrias G. En
esta seccion, daremos una descripciéon explicita en coordenadas de las métricas homogéneas
en G/H. Es bien conocido que todo elemento en un grupo de Lie conexo G puede escribirse
como un producto finito de exponenciales de elementos de g. Para los grupos de Lie conexos
de variedades homogéneas pseudo-riemannianas no reductivas, se puede mostrar que todo
elemento de G puede escribirse como un producto finito de exponenciales de elementos de
la base del algebra de Lie g dada en [20] y descrita en la seccion anterior.

Proposicion 2.6. [I3] Sea M = G/H una variedad homogénea pseudo-riemanniana, no
reductiva de dimension 4 (excepto (A5)), donde G es un grupo de Lie conexo. Entonces
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existe una carta local o: U — G definida en una vecindad U de la identidad en G, tal
que o(x1,...,2,) = exp(xiuy) - - -exp(zqug) exp(zshy) - - - exp(a,hs), donde r y s son las
dimensiones de G y H respectivamente y la base {uy,...,ug,h1,...,hs} del dlgebra de Lie
g estd descrita en la seccion anterior.

Demostracion. Para cada variedad homogénea pseudo-riemanniana no reductiva de dimen-
sion 4 M = G/H (excepto para (A5)), determinamos una expresion matricial para cada
elemento de la base {u1,us, us, uq, h1,...,hs} de g. Denotemos por E7: la matriz cuadrada
(n x n) cuya entrada (¢,j) es igual a 1 y las deméas entradas son 0. Entonces tenemos la
siguiente expresion matricial para la base {uy, uz2,us, ug, hy,...,hs} de g:

(A1)

1
hi = —E}% + Eg) + E2) — §(Ei3 — E3,),
uy = 2E3, — (B3, + Ejs + Egy + Ey), uy = B3, + Ejs — 2E3,

1 .5 5 5 5 5 5 5 1 5 5
uz = *§(E44 — By — Egy + Ex5), ug = —Eyy + Efy + E5y + §(E43 — Eg3).
(A2) (a# —1)
hy = —Eir)z - Eér)s - E§47
up = (o + 1)Ef47 Uy = Ei—, + aE5’4,
uz = B35 + (o — 1) E3, uy = —(a+1)E7) — aE% + (1 — a)Ej; — E.
(A2) (a=-1)
h1 = —E} — B33 + E3,
up = 2F3,, uy = B9 + B3,
uz = B, uy = B3y +2E35 — Bs.
(A3) (e = +1)
hy = —E} + E3, + Es,
up = 2E7,, uy = Ejs + B3y — B2y,
uy = —2E7) — B3, — EZ5, ug = — B2 + B3y,
(A4)
hy = Ej, + 2E4,, hy = E3, — Fs4,
1
Uy = Eill - E§3, U2 = QEilsv
1
uz = —Fy, + 2F3,, Uy = *i(Eﬁ + Ej3).
(B1)

hy = —E}, + Eg5 4+ 2E3),
uy = 2(E3, — E25) + E33 — B3y, uy = Ejy — 2E3, + E3,,

5 5 5 5
ug = —E3; — Ejj, ug = —E3, + EY;.
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(B2)
hy = —E3, + 2E3,, hy = By, — Ej,,
1
Uy = E%l - E§3, U = §E%3’
1
ug = B3, + 2E3,, Uy = _5(E114 + E33).
(B3)
hy = ES, + E3, + Eg3 + ES, + Eg, hy = EY, — E3y — 2EQ,,
Uy = _E§4 - ES?) - 2E22» U2 = E% - E?5 - 2E§3 - E24 + 2E267
U3z = ESG + 2E§2 - Egl + Effg,, Ug = E% - E?E) + E56)1 - E§5~

A continuacién debemos calcular la representacion de la matriz correspondiente para G.
Entonces todo elemento de g € G correspondiente a los pardmetros z1,...,x, estd dado
por:

exp(ziu) - - - exp(zquy) exp(zshy) - - - exp(zhs),

y por lo tanto podemos definir una carta local o: U — @G, dada por o(xy,...,2,) =
exp(ziuy) - - - exp(xquy) exp(xshy) - - - exp(x,-hs). O

La proposiciéon anterior nos permite obtener el siguiente resultado.

Teorema 2.7. [14, [13] Sea M una variedad homogénea pseudo-riemanniana, no reductiva
de dimension 4. Si M no es del tipo (A5), entonces es localmente isométrica a R*, equipada
con una métrica pseudo-riemanniana g, la cual toma la siguiente expresion:

(A1) R* con coordenadas (w1, 2, 23,24) y tensor métrico:

g =(4bx3 + a)dx? + 4brodrxy — (daxowy — 4cxo + a)drydas
+ 4axydrydry + bdri — 2(axy — c)drodrs + 2adrodry + qdr?,

donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con a(a — 4q) # 0.
(A2) R* con coordenadas (w1, 2, 23,74) y tensor métrico:

g = — 20’ dx drs + ae®*®1da? + b2V 2

+ 2cel® Vo gpadr, + qdz?,
donde a,b,c,q y a son constantes arbitrarias con aq # 0.
(A3) Un subconjunto $t C R* con coordenadas (x1,xa,73,24) y tensor métrico:
gy = 2ae**3dxydxy + ae*™® cos(x4)?dx3 + bdx3 + 2cdxsdry + qda?,

donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con ab # 0 y el subconjunto abierto t =
{($1,$27$3,$4) € R4 | COS($4) # O}, (o]

g = 2ae***dxydxy + ae**s cosh(xy)?das + bdx3 + 2cdrsdry + qdr?,

donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con ab # 0 y {4 = R*.



2.3 Descripcion en coordenadas 21

(A4) R* con coordenadas (w1, 2, 23,74) y tensor métrico:

g= (gosi + 4bx2 + a) dx? + 4bxodxydxs + axo(4 4 22)dx dxs
+ a(l + 2xox3)wgdriday + bdx% + % (4 + CCZdJCQdI:;)
+ arsxadrodry + gd:ci,

donde a y b son constantes arbitrarias con a # 0.

(B1) R* con coordenadas (1, xo,x3,74) y tensor métrico:

g =(q(@3 + da3z0ms + 42303 dcrow3 + Scaiay + 2023 + 4bad)dr?
+ 2(q(z3xq + ngxi) + dcxoxy + cxs + 2bxs)dridasy
+ 2(q(x3 + 2xoxy) + 2¢x2 + a)dxidrs + daxedriday
+ (g2 + 2cxy + b)da3 + 2(qxy4 + ¢)dradrs + 2adrodry + qdrs,

donde a,b,c y q son constantes arbitrarias con a # 0.
(B2) U= {(z1, 79,23, 74) € R* | 24 # £2} con coordenadas (1,2, x3,74) Yy tensor métrico:
ax} 2 2 2
g=\a-— + 4bxs | dx + 4bxodridas — axo(xy — 4)dz1das
1
— a(1 + 2x5x3)x4dr dry + bdra — ia(xi — 4)dxodxs
L o
— ax3radrodry — gadm,
donde a y b son constantes arbitrarias con a # 0.
(B3) R* con coordenadas (1, %2, 3, 74) y tensor métrico:

g=— 2ae™" z3driduy + 2ae~ " dwydws + 2(2023 — axy)dr;

— 4bxsdxodrs + 2adrodrs + bdm%,
donde a y b son constantes arbitrarias con a # 0.
Si M es del tipo (A5) entonces

(A5) Existe una constante real a # 0, tal que M es localmente isométrica a (R2\{(0,0)})xR?
con coordenadas (x1,To,x3,T4) y tensor métrico:

242 2
g=— %dxldxg + gdxldu + a2+ x4§1 * xg)dl‘zdl’z
41‘2 4 81‘2
azrs ari a. 9
drodrs — ——dxad —d
+ 1 Todrs 1 T2aT4 + 3 3,

donde z2 # 0.

Es importante enfatizar que los espacios (A1)-(A3) admiten métricas de signatura neutra
y Lorentziana dependiendo de los valores de las constantes definidas en las correspondientes
métricas. Las métricas (A4) y (A5) son siempre Lorentzianas, mientras que (B1)-(B3) son
de signatura neutra (2, 2).
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2.4. Geometria de los espacios homogéneos no reductivos
en dimensién 4

Como vimos anteriormente, Fels y Renner [20] clasificaron los espacios Einstein homo-
géneos no reductivos de dimension 4, mostrando que deberian ser del tipo (A2) o (B3). Sin
embargo, el siguiente teorema nos muestra que existen algunas posibilidades para el tipo
(B1).

Teorema 2.8. Sea (M, g) un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4. Entonces
(M, g) es FEinstein si y sdlo si, (M,g) tiene curvatura seccional constante o corresponde a
uno de los siguientes:

(i) Tipo (A2) con o = 2.

(ii) Tipo (Bl) congq=c=0#bdq#0 ybz%.
(iii) Tipo (B3) con b # 0.
En todos los casos, la variedad es de signatura neutra.

Nuestro propésito es estudiar la geometria conforme de estos espacios para describir todos
los espacios conforme Einstein homogéneos no reductivos. Claramente, los casos Einstein
mencionados anteriormente asi como los casos localmente conformemente llanos descritos
anteriormente en [I5] deben ser descartados, pues todos ellos son conforme Einstein.

Teorema 2.9. Sea (M, g) un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4. Entonces
(M, g) es localmente conformemente llano si y sdlo si, es de curvatura seccional constante
0 bien corresponde a uno de los siguientes casos:

(i) Tipo (A1) con b= 0.
(ii) Tipo (A2) cona =2 yb#0.

Como vimos en la Seccion [I.8] las métricas Bach llanas son puntos criticos del funcional
W y se tiene que las métricas localmente conforme Einstein son Bach llanas. Las métricas
Bach llanas homogéneas no reductivas de dimensiéon 4 vienen dadas por:

Teorema 2.10. Sea (M, g) un espacios homogéneo no reductivo de dimension 4. Entonces
(M, g) es Bach llano si y sdlo si, es localmente conformemente llano, es Einstein o bien
corresponde a uno de los siguientes casos:

(1) (

(i) Tipo (A2)

(ii) Tipo (A3) cone =+ yb# Fq.
(iv) (B1)

Observacion 2.11. En el teorema anterior los espacios que admiten metricas Lorentzianas

Al) cong=0yb#00qg=—3 yb+#0.
A2) cona=1yb#0.

con q=0%#c.

unicamente son los casos (A2) y (A3), mientras que en todos los casos se admiten métricas
de signatura neutra.

Observacion 2.12. Un caso especial de los espacios Bach llanos es el de las variedades
semi-conformemente llanas. Mientras que las métricas Lorentzianas semi-conformemente
llanas son localmente conformemente llanas, existen muchos ejemplos estrictos de semi-
conformemente llanos en métricas Lorentziana y de signatura neutra.
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Recordemos que una variedad de dimension 4 es semi-conformemente llana si y solo
si es conforme Osserman [7|, esto es, el espectro del los operadores de Jacobi conforme
Iw(2)(-) = W(-, 2)z es constante sobre las pseudo esferas S*(7,M) en cada punto p € M,
(ver [35]).

Un céalculo explicito de los operadores de Jacobi conforme muestra que una variedad
homogénea no reductiva (M, g) es semi-conformemente llana y no localmente conformemente
llana si y s6lo si ésta corresponde a uno de los siguientes casos:

Tipo (Al) Conq:()yéb()q:f%ayb;éo.
Tipo(Bl)conq:c:()#b,()q:07éc’c‘)q#()ybzf,
Tipo (B3) con b # 0.

Esto coincide con la descripcion de (anti-) autodualidad de los espacios homogéneos no
reductivos en [I5] Teorema 4.1]. Por lo tanto, los operadores de Jacobi son nilpotentes en 2
pasos en todos los casos, salvo el Tipo (Bl) con ¢ A0y b= % donde son diagonalizables.

Cabe mencionar que en alguno de los casos anteriores la variedad es también Einstein
y por lo tanto es puntualmente Osserman, es decir, el espectro de los operadores de Jacobi
Ja(2)() = A(+, 2)z es constante sobre las pseudo esferas unitarias S*(7,,M) en cada punto
p € M (ver [21]).
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Capitulo 3

Curvatura de los espacios
homogéneos no reductivos en
dimension 4

En este capitulo consideramos cada uno de los casos del Teorema analizando los
tensores de Ricci, de Cotton, de Weyl y de Bach. Como consecuencia, obtenemos las demos-
traciones de los siguientes teoremas: el Teorema [2.8| que caracteriza los espacios de Einstein;
el Teorema que caracteriza los espacios conformemente llanos y, que por lo tanto, son
trivialmente conforme Einstein y por ultimo el Teorema [2.10] que caracteriza las variedades
Bach llanas. En cada caso, los resultados se seguiran de célculos explicitos de los tensores
de Ricci, Cotton, Weyl y Bach.

3.1. Meétricas Lorentziana y de signatura neutra.

Con la notacion del Teorema las variedades homogéneas no reductivas de dimensiéon

4 que admiten tanto métricas Lorentzianas como de signatura neutra, son aquellas que
corresponden a los tipos (A1), (A2) y (A3) en los Teoremas y

3.1.1. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (Al)
Consideremos sobre R* con coordenadas (1, 22, 3, 74), el tensor métrico

g = (4bx3 + a) da? + 4bxy dvdre — (dawaxy — 4cxs + a) dridrs 3.1)
3.1
+dawy dridzy + bdr3 — 2(axy — ¢) dvadrs + 2a dredry + q da3,

dependiente de los parametros a, b, ¢,q € R. De la expresion anterior tenemos que det(g) =
1a3(a — 4q), lo cual muestra que la métrica (3.1)) es Lorentziana si a(a —4¢) < 0 y es de
signatura neutra en otro caso. Por lo tanto la restriccién a(a — 4¢) # 0 en el Teorema

(A1) nos asegura que g es no degenerada. El operador de Ricci esta dado por:

-2 0 1 0
1 0 -2 —21}2 0
Ric = - ; (3.2)
a 0 0 0 0
8b(a+4q)xa  4b(a+4q) 2(axs—c) )
a(a—4q) a(a—4q) a

25
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de donde se sigue que (M, g) no es Einstein. Las componentes no nulas del tensor de Cotton
estan dadas por:

_ 24bza(at+4q) _ 12b(a+4q) _ 64bgz3
CQo1 = -ty 0 G = T G = o
(3.3)
32bqw 16b
Cizo = Cag1 = 750, Cosa = gz 1o
Las componentes no nulas del tensor de Weyl son:
8bg—6ab 16bqx 8b
Wiz12 = S5 Wizig = =202, Wizas = — =1, 5.0
_ 8bqzi(a+4q) _ 4bgzs(at4q) _ 2bg(at+4q) ’
Wisis = ——oagy o Wiss = =i W = —T—ag) -
Por lo tanto, el tensor de Bach esta dado por:
_ 256bq (3at4q) x5 128bg (3at4q)zs 0 0
a2(a—4q)? a2(a—4q)?
_128bq (3a+4q) z2 _ 64bgq (3a+4q) 0 0
B = a2(a—4q)? a2(a—4q)? (3.5)
0 0 0 0
0 0 0 0

Una consecuencia inmediata de la expresion anterior es que un espacio homogéneo no
reductivo de dimension 4 de tipo (Al) es Bach llano si y solo si una de las siguientes tres
condiciones se cumple:b=0,q=0 6 q= f%“. Mas ain, tenemos los siguientes casos:

1. Sib=0 entonces (3.4) muestra que (M, g) es localmente conformemente llana.
2. Sib#£0 entonces (M, g) no es localmente conformemente llana ni es Einstein.

Como toda variedad localmente conformemente llana es conforme Einstein, nuestro in-

terés se centrara en los casos g =0y q = 7%‘1 con b # 0.

3.1.2. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A2)
Consideremos sobre R* con coordenadas (1, 2, ¥3,74), el tensor métrico
g = —2a€2*" dgydrs 4 ae®*®idzd 4 be* @V dr2 4 2ce TV dpgday + qda? (3.6)

dependiente de los paramentros a, b, ¢, ¢ € R. De la expresion anterior se sigue que det(g) =
—a3qeb®1 1o cual muestra que la métrica es Lorentziana si ag > 0 y es de signatura
neutra en otro caso. Entonces, la restriccion ag # 0 en el Teorema (A2) nos asegura que
g es no degenerada. El operador de Ricci estd dado por:

1 0 Y222

3aa?
3021 0 1 0 0
Ric = — 2= (3.7)
q 0 0 1 0
00 0 1
Por lo tanto, (M, g) es Einstein si y solo si b = 0 (con curvatura escalar 7 = %%‘2) )
o= % (con curvatura escalar 7 = —é—g) y es Ricci llana si @ = 0. La tinica componente no
nula del tensor de Cotton estéd dada por:
a—2)(3a — 2) e~
Caq43 = _{ X ) . (3.8)

q
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Las componentes del tensor de Weyl estan dadas por:

a—2 ab62(2a—1)w4 1 -
Wasas = _( ) ;o Waysy = ,(a _ 2)b62(o¢ 1)y ) (3.9)
2q 2
Finalmente el tensor de Bach se expresa como:

0 0 0 0

0 0 0 0
B = 0 0 (a—2)(a—l)(303—2)be2(a*1>w4 0 (3.10)

q
0 0 0 0

Por lo tanto un espacio homogéneo no reductivo de tipo (A2) es Bach llano si y sdlo si
cumple una de las siguientes cuatro condiciones: b = 0, = %,a =10 a = 2. Mas atn,
tenemos los siguientes casos:

1. Si b = 0 entonces (3.7) y (3.9) muestran que la variedad es de curvatura seccional
2
a?

constante K = — T

. _ 224 . .
2. Sia= % entonces Wsy34 = f%be 3y en consecuencia la variedad no es localmente

conformemente llana, mientras no sea b = 0.

3. Si a =1 entonces Wsy3q4 = fg, lo cual muestra que (M, g) no es localmente confor-
memente llana mientras no sea b = 0.

4. Si o = 2 entonces (3.9) muestra que (M, g) es localmente conformemente llana pero
no es Einstein, mientras no sea b = 0.

3.1.3. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A3)

Para el tipo (A3) existen dos casos a considerar. Sea {f C R* determinado por U =
{(x1,22,x3,24) | cos(zy4) # 0} y el tensor métrico

gy = 2ae**s dxidry + ae**s cos(wq)?das + bdx3 + 2cdrzdry + qda] (3.11)

dependiente de los parametros a, b, ¢,q € R. Entonces det(g;) = —a3bcos(x4)? €3 muestra
que la métrica es Lorentziana si ab > 0 y es de signatura neutra en otro caso. Por lo
tanto, observamos que la restriccion ab # 0 en el Teorema (A3) nos asegura que gy es
no degenerada. El operador de Ricci esta4 dado por:

(b+q)e 28
5 100 —s—
. 01 0 0
Ric = —— , 3.12
bl 0 0 1 0 ( )
0 0 O 1
y por lo tanto (M, g) es Einstein si y s6lo si b = —q. La tnica componente no nula del tensor
de Cotton es ;
+
Cgaa = = 7 (3.13)
y las componentes no nulas del tensor de Weyl son:
ae2®3 (b + q) cos (z4)° b+
Wagoq = (b+q) cos () Wiggs = ——=2. (3.14)

2b ’ 2
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Luego (M, g4) es siempre Bach llana. Mas atn, por (M, g+) es localmente con-
formemente llana si y sélo si b= —q, en cuyo caso es Einstein y por lo tanto de curvatura
seccional constante K = %.

Consideremos ahora el segundo caso para la métrica de tipo (A3). Sean i = R* y el
tensor métrico:

g = 2ae** drydry + ae*™ cosh(xy)?dai + bdai + 2cdrsdry + qdrs (3.15)

dependiente de los parametros a, b, c,q € R. Entonces det(g_) = —a3bcosh(x4)? e®*3 y por
lo tanto es Lorentziana si ab > 0 y es de signatura neutra en otro caso. Observemos
que la restriccion ab # 0 en el Teorema (A3) nos asegura que g_ es no degenerada. El
operador de Ricci esta dado por:

: (3.16)

y por lo tanto (M, g) es Einstein si y s6lo si b = ¢. La tinica componente no nula del tensor
de Cotton es
q

Cyyy =1— E s (3.17)

y las componentes no nulas del tensor de Weyl son:

ae2*3 (b — q) cosh (4)* Wesns — b—q
2% ) B34 = T
Luego (M, g_) es siempre Bach llana. Mas atn, por la Ecuacion (3.18) (M, g_) es
localmente conformemente llana si y sélo si b = q, en cuyo caso es Finstein y por lo tanto

Wasoq = —

(3.18)

es de curvatura seccional constante K = —%, En consecuencia, toda variedad Einstein de
tipo (A3) es necesariamente de curvatura seccional constante.

Dado que nos interesa el caso B = 0 con W # 0, limitaremos nuestro estudio a la
situaciéon b # —eq, con € = +1.

3.2. Meétricas Lorentzianas

Las variedades homogéneas no reductivas de dimensién 4 que admiten tnicamente mé-
tricas Lorentzianas son aquellas que corresponden a los tipos (A4), (A5) en los Teoremas

23 y2.4

3.2.1. [Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A4)

Consideremos sobre R* con coordenadas (1, z2, ¥3,74), el tensor métrico

g = (%23 + 4ba3 + a) daf + dbxodridry + axa(4 + 23)dwidas (3.19)
3.19
+ a(1 4 2z9x3)x4dr 1 d2y + bd23 + S(4+ 22)dxodrs + avzzydrodr, + %dxﬁ,

dependiente de los parametros a,b,c,q € R. De la expresion anterior se sigue que det(g) =
féa‘l(él + 2%)2, lo cual muestra que la métrica (3.19) es Lorentziana. Observemos que la
restriccion a # 0 en el Teorema (A4) nos asegura que g es no degenerada. El operador
de Ricci esta dado por:
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1 0 0 0
5 0 100
Rie=->| w1 | (3.20)
3a(z?+4) 3a(zI+4)
0 0 0 1

lo que muestra que (M, g) es Einstein si y solo si b = 0. Las tnicas componentes no nulas

del tensor de Cotton son

30bx 15b
Cio = 2, Ciop = —, (3.21)
a a

y las componentes no nulas del tensor de Weyl son:

Wiziz = 3b (23 —2) , Wigia = —3bzawy, Wigog = — 301 (3.22)
Wiar4 = 3ba3, Wigoq = 3822 Wagaq = 3.
El tensor de Bach esta dado por:
B = ‘% ‘%*05) 8 8 (3.23)
0 0 0 0

En consecuencia, una métrica de tipo (A4) es Bach llana si y solo si b = 0, en cuyo caso
(M, g) es localmente conformemente llana por (3.22)) y por lo tanto de curvatura seccional
constante K = —%, como muestra el operador de Ricci.

Por lo tanto, toda métrica de tipo (A4) con b = 0 es trivialmente conforme Einstein y
en consecuencia la omitiremos en nuestro estudio posterior.

3.2.2. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (A5)

Sea M = (R?\ {(0,0)}) x R? con coordenadas (x1, 2,3, 24). Consideremos el tensor
métrico

e o a(2+2z124+23) 7 2
9 = —ap dr1d22 + drdry + =g da3 (3.24)
— Srdrodrs — {Trdradry + §dry,
dependiente del pardmetro a € R. De la expresion anterior se sigue que det(g) = *ﬁ’
2

por lo tanto la métrica (3.24) es Lorentziana y la restriccion a # 0 en el Teorema (A5)
nos asegura que g es no degenerada. El tensor de Ricci esta dado por:

3xg _3
O 5 2LE2 0 2
3z4 o 3(I3+2(E;I4+2) 323 321
p= 2x9 3i:2 2-'E§ 2xo , (325)
0 7%%2 -5 0
_3 3z
2 QIQ O 0

de donde se sigue que el operador de Ricci correspondiente es un multiplo de la identidad,
Ric = %Id y en consecuencia es Einstein. Mas atn, el tensor de Weyl es idénticamente

nulo y por lo tanto toda métrica de tipo (AD) es siempre de curvatura seccional constante
K=-%,

a
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3.3. Meétricas de signatura neutra

Existen tres familias distintas de variedades homogéneas no reductivas de dimension
4 que admiten exclusivamente métricas de signatura neutra segin se ha mostrado en los

Teoremas 2.3] y

3.3.1. [Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B1)

Sea M = R* con coordenadas (21,9, 23,24) y tensor métrico
9=(q(23 + 4zox324 + 42323) + 4dcxaas + 8cadwy + 2ax3 + 4ba3) da?
+2(q(z374 + 21923) + dewomy + cw3 + 2b22)dT1dTo
+ 2(q(x3 + 2wamy) + 2¢22 + a)dxidas + daxadridry (3.26)
+ (qx3 + 2cxy4 + b)dz3 + 2(qw4 + ¢)dz2drs + 2adzodry + qd2}

dependiente de los parametros a,b,c,q € R. Como det(g) = a* y la componente g44 = 0,
la métrica (3.26]) es de signatura neutra y la restriccion a # 0 en el Teorema (B1) nos
asegura que g es no degenerada. El operador de Ricci estd dado por

=9 0 0 0
0 29 0 0
Ric = : (3.27)
0 0 20
Bwalbg—c?) 3%(bg—c*) 0 2%

entonces, (M, g) es Einstein si y solo si ¢? — bg = 0. Las componentes no nulas del tensor de
Cotton estan dadas por:

15x2 (6a—qr3)(02—bq) 15(6a—qm3)(c2—bq)

Cio1 = a7 y Qo= ———p s —F,
15¢q cszq 9 (328)
Cozo = 7(4(13 ) ) €131 = 4w; Co3a,
i3z = Ca31 = 222032,
y las componentes no nulas del tensor de Wey estan dadas por:
B —Gaz(b+20w4+qwi)+am3(—7bq+602—qx4(20+qz4))+5qw§(02—bq)
Wio12 = 302 )
2."52(a(7bq—6c2+qm4(2c+qr4))+10qr3(bq—cZ))—a(6a+qm3)(c+qm4)
W1213 = 4a2 )
__ 2xz3(6a+gxs)(ctqra)+qrs(2a+qrs)
Wio14 = o )
a(?bq—ﬁcz+qm4(2c+qm4))+10qm3(bq—(:2)
Wigas = T2 ;
_ 6a+qzs)(ct+qx _ q(2a+qx
Wiggy = — Gotazs)(ctars) ‘21( a) Wiggy = — 420Fars) 1o 2|
2 2 2
q(—a*+2axz(ctqay)+20z5(c*—bg
Wizig = ( 5oz ( ) , (3.29)
_ gqz2(—2a+2x3(ctqry)+qrs
W1314 - ( QEI ) ) )
q(a(ctqra)+20x2 c2—bq q(z2(c+qry)—a
Wisaz = ( e ( )), Wiggy = Le2lctaza)a) o )=a)
2
_ gz _ 9(2z2(ctgra)tqas _
Wizas = 452, Wiazs = %, Wiaoa = —qaa,
2
2
Wiaa = —2quz3, Wasaa = {7, Waiza = —14,
5q(c%—bq q(ct+qx
Waszas = % ; Wagay = % .
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Por lo tanto el tensor de Bach esta dado por

240q(02—bq)w§ 120q(02—bq)w2

a? a? 0 0
120¢(c?—bq)z 60q(c2—bq
B — (a4 Je: (a4 ) 00 (3.30)
0 0 0 0
0 0 0 0

En consecuencia, una métrica de tipo (B1) es Bach llana si y solo siq =0 6 ¢> —bg =0, en
este ltimo caso siendo Finstein. Més ain, tenemos los siguientes casos:

1. Si ¢ =0, entonces el operador de Ricci (3.27)) es cero o bien es nilpotente en 2 pasos y

la Equacion (3.29) da Wigay = —%, por lo tanto distinguimos los dos siguientes casos:

a) Sig=0yc=0entonces (M, g) es Ricci llana y la tnica componente no nula del
tensor de Weyl es Wi912 = —3b. Por lo tanto (M, g) es llana si ¢ =c=5b=0. En
otro caso si ¢ = ¢ = 0 # b, los operadores de Jacobi son nilpotentes en 2 pasos.
Por lo tanto (M, g) es Osserman y en consecuencia semi-conformemente llana.

b) Sig=0y c+#0,entonces (M, g) no es localmente conformemente llana. Mas atn
los operadores de Jacobi conformes son nilpotentes y (M, g) es semi-conformemente
llana.

2a
localmente conformemente llana. La Ecuacion (3.27) muestra que (M, g) es Einstein.

Ademas el operador de Jacobi J(x)(-) = R(:,x)z asociado a cada vector unitario z

2. Sig#0yb= % entonces (3.29)) muestra que Wyssq = ¢’z y por lo tanto (M, g) no es

tiene valores propios constantes {0, €, %, €2 505, €2 703 }-

Por lo tanto, centraremos nuestro estudio en el caso ¢ =0y ¢ # 0.

3.3.2. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B2)
Sea i = {(x1,z2,23,74) € R*; 24 # 42} con coordenadas (1, T2, 23, 74) y tensor métrico
g= (a — g + 4bx%) dx? + 4bzodridrs — axe (w3 — 4)dridrs
— a(1l + 2zoz3)zadrrday + bdrd — ta(2d — 4)dzadz; (3.31)
— arsradrodry — %admi ,

dependiente de los parametros a,b € R. De la expresion anterior tenemos que det(g) =
31—2a4(x3 — 4)% y la componente gz3 = 0, la métrica es de signatura neutra y la
restriccion a # 0, 4 # +2 en el Teorema (B2) nos asegura que g es no degenerada. El
operador de Ricci esta dado por

1 0 0 0
5 0 100
Rie=—=1 " . o Lo b (3.32)
3a(z2—4) 3a(z2—4)
0 0 01

lo cual muestra que (M, g) es Einstein si y solo si b = 0. Las componentes no nulas del tensor
de Cotton estan dadas por:

30bx 156
Cio = 2. Q= —, (3.33)
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y las componentes no nulas del tensor de Weyl estan determinadas por:

Witz = —3b (23 4+2) , Wioia = 3baszy, Wigoy = 3082 (3.34)
Wigia = —3bx3, Wiaoa = =322 Whyoy = =32
Por lo tanto, el tensor de Bach esta dado por
B = _6;% _ZTO?b 8 8 (3.35)
0 0 0 0

De la expresiéon anterior se sigue que una métrica (3.31) es Bach llana si y sélo si b= 0, en
cuyo caso es Finstein y localmente conformemente llana y por lo tanto de curvatura seccional
constante K = — 1

a’

3.3.3. Espacios homogéneos no reductivos de Tipo (B3)

Sea R* con coordenadas (z1, 2,23, 74) y tensor métrico

g = —2ae*2x3dr1dry + 20e~"2dr1dw3 + 2(2b23 — axy)da3 ( )
3.36
— 4bxsdxrodrs + 2adrodry + bda:% ,
dependiente de los parametros a,b € R. Como el determinante det(g) = a*e~2*2 y la compo-

nente g44 = 0, la métrica es de signatura neutra y la restriccion a # 0 en el Teorema
(B3) nos asegura que g es no degenerada. Un calculo sencillo muestra que el operador
de Ricci para toda métrica de tipo (B3) es identicamente nulo y por lo tanto todas son Ricci
llanas. En consecuencia los tensores de Cotton y de Bach son también nulos. Sin embargo el
tensor de Weyl no es necesariamente nulo. La tinica componente no nula del tensor de Weyl
esta dada por:

Wasas = —3b, (3.37)

lo cual muestra que (M, g) es llana si y solo si b = 0.
Toda métrica homogénea no reductiva de tipo (B3) con b # 0 tiene operadores de Jacobi
nilpotentes en 2 pasos, en consecuencia esta métrica es Osserman.

3.4. Conclusiones geométricas

Como consecuencia de las expresiones que obtuvimos de los tensores de Ricci y de Weyl,
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Un espacio (M, g) homogéneo no reductivo de dimension 4 es de curvatura
seccional constante K si y sélo si corresponde a uno de los siguientes casos:

2

(i) Tipo (A2) con b =0, en cuyo caso K = —-.

(ii) Tipo (A3) con b = —eq, en cuyo caso K = e%.

)

(iii) Tipo (A4) con b =0, en cuyo caso K = —%.
)
)

(
(iv) Tipo (A5), en cuyo caso K = —2.
(

(v) Tipo (B1) con ¢ =c=b=0, en cuyo caso es llana.
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(vi) Tipo (B2) conb=0, en cuyo caso K = —1.
(vii) Tipo (B3) con b =0, en cuyo caso es llana.
Por otra parte, un largo pero sencillo calculo muestra que:

Teorema 3.2. Un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4, con curvatura seccional
no constante, es localmente simétrico si y solo si corresponde a uno de los siguientes casos:

(i) Tipo (A1) con b= 0.
(ii) Tipo (B1) congq=c¢=0 ;é b.
(iii) Tipo (B1) conq#0yb=<
) (

(iv) Tipo (B3) con b # 0.

Observacion 3.3. Las variedades correspondientes al caso (i) son localmente conformemente
llanas con operador de Ricci diagonalizable y localmente isométricas al producto R x N,
donde N es de curvatura seccional constante Ky = —é. Las variedades correspondientes
a los casos (ii) y (iv) son Osserman con operadores de Jacobi nilpotentes en 2 pasos v,
por lo tanto, localmente isométricas a las variedades de Walker dadas en [23]. Observemos
también que en oposicién a los casos Riemannianos y Lorentzianos, las variedades Osserman
con métricas de signatura neutra pueden tener operadores de Jacobi no diagonalizables
[8, 22]. Finalmente, las variedades en el caso (iii) corresponden a variedades para-Kéhler de
curvatura seccional para-holomorfa constante.
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Capitulo 4

Espacios homogéneos no
reductivos conforme Einsten

En este capitulo probamos el resultado principal de nuestro trabajo, determinando qué
variedades homogéneas no reductivas de dimension 4 contienen una métrica Einstein en su
clase conforme.

Teorema 4.1. Sea (M, g) un espacio homogéneo no reductivo de dimension 4. (M, g) estd
en la clase conforme de una variedad FEinstein si y solo si (M, g) es Finstein, es localmente
conformemente llana o es localmente isométrica a uno de los siguientes casos:

(i) Tipo (A1) cong=0yb#0 O’q:—%" yb#0.
(ii) Tipo (A2) cona=1yb#0.
(iii) Tipo (A3) cone+1 yb+# Fq.
Todos los casos (1)-(iil) estdn en la clase conforme de una métrica Ricci llana, la cual es

dnica solo en el Tipo (Al) con ¢ = 0. En los otros casos, el espacio de métricas conforme
Ricci llanas es de dimension 2 o bien de dimension 3.

Observacion 4.2. Notemos que las métricas conforme Einstein en el Teorema (i) son
siempre de signatura neutra, mientras que las métricas correspondientes en los casos (i)
y (iii) pueden ser Lorentzianas o de signatura neutra (2,2), dependiendo de la elecciéon de

los parametros que definen las métricas (3.6)), (3.11)) y (3.15]).

En nuestro analisis excluimos los casos triviales de variedades Einstein y variedades
localmente conformemente llanas. Por lo tanto, obtenemos la forma explicita de la métrica
conforme Einstein. Como toda variedad conforme Einstein es necesariamente Bach llana, el
Teorema muestra que el analisis de la ecuacion conforme Einstein:

2Hes, +pp = %{2A<p+<p7'}g (4.1)
debe hacerse inicamente para los siguientes casos:
1. Tipo (Al) con q=0yb#06qg=—32yb+#0.
2. Tipo (A2) cona=1yb#0.
3. Tipo (A3) con e =+1yb# Fq.

35



36 4 Espacios homogéneos no reductivos conforme Einsten

4. Tipo (B1) con ¢ =0 # c.

Es importante enfatizar que a pesar de que toda métrica localmente conforme Einstein
es Bach llana, existen ejemplos de variedades estrictamente Bach llanas, es decir, variedades
que no son ni semi-conformemente llanas, ni localmente conforme Einstein (ver [1} 33]). De
hecho, se tiene la siguiente condicién necesaria para toda solucién de la Ecuaciéon , (ver
126]).

Proposicion 4.3. [29] Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana de dimension 4 tal que
G = e>7g es Finstein. Entonces:

1. ¢+ W(,-,-, Vo) =0,
2.8 =0,
donde €, W y B son los tensores de Cotton, Weyl y Bach respectivamente.

Las soluciones de ¢ de la ecuacion conforme Einstein (4.1]) y las funciones o en la pro-
posicion anterior estan relacionadas por ¢ = —2log(y). Denotaremos por C al campo de
tensores de tipo (0,3) dado por:

C=C+W(,,, Vo).

Observemos que C;jr, = —Cjir Vi, j, k€ {1,...,4}.

Las dos condiciones de la Proposicién son suficientes para ser conforme Einstein si
(M, g) es weakly-generic. Notese que los casos (i)-(iii) en el Teorema no son weakly-
generic y por ello debe estudiarse caso por caso la existencia de soluciones de la Ecuacion
([4.1). El caso contrario ocurre con las métricas del Teorema [2.10] (iv), pues es weakly generic.

4.1. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (Al)

En este tipo de métrica existen dos posibilidades para las que el tensor de Bach es cero:
qg=0yb#£006¢q= —‘%‘1 y b # 0. Por lo tanto, consideraremos las dos posibilidades por
separado.

4.1.1. Tipo (Al) con =0y b#0
Recordemos que la métrica en este caso toma la forma:
g = (4bx3 + a) da? + 4bxy dvydry — (dawoxy — 4cxs + a) dridrs
+ daxs dridry + bd;v% —2(azy4 — ¢) dzodas + 2a drodry + g dx§ .

En este caso, por la Ecuacion (3.3)) las componentes no nulas del tensor de Cotton estén
dadas por:

24 bx 126
Cio1 = — 2, Ciogg = ——, (4.2)
a a

y por la Ecuacién (3.4)) la anica componente no nula del tensor de Weyl es:
Wig12 = —60b, (4.3)

lo que muestra que (M, g) no es weakly-generic.
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Para una funcion positiva arbitraria ¢(z1, z2,z3,24) € M, sea 0 = —2log(p), entonces
un sencillo calculo muestra que el gradiente de ¢ esta dado por:

Vo = 225 {(azs — ¢) pa + ap3} O
- ﬁ {pa (a + 425 (ax4 — ¢)) + daxap3} 0o
+

75 10 (203 — 22202 + 1) + 204 (a4 — )} 03
+ % {<p4 (ab +4dazy (axy — 2¢) + 462) + 2a¢p1 (azs — c)

+ a (43 (axy — ¢) + @o (4dao (¢ — axy) — a))} Oy,

donde 0; = % representan los campos coordenados y p; = %(p denota la derivada
parcial correspondiente. Por lo tanto, las tnicas componentes no nulas del tensor C =
¢+ W(,-, -, Vo) estan dadas por:

a%pCia1 = —12b (4 (a — 415 (c — axy)) + 4axepz + 2a220) , (1.4)
a?pCrao = —12b (=24 (¢ — azy) + 2ap3 + ap) .

Como C = 0 es una condicion necesaria para que (M, g) sea conforme Einstein entonces
ap(Cra1 — 2w2C122) = —12bgpy4 deberia ser cero y como b # 0, en este caso ¢ no depende de
la coordenada z4. Entonces

—12b(¢p 4 2¢p3)

Cigg = ——————, (121 = 222C102.
ay

En consecuencia, C = 0 muestra que

z3

p(r1,22,23) = € 2 p(z1,22) (4.5)

para alguna funcion diferenciable ¢(x1, z3).
A continuacién, analizaremos la existencia de soluciones de (4.1) para alguna ¢ que
cumpla la condicion anterior. Para simplificar la notacion, sea

1
€ = 2Hes, +op— 1{28¢ + 97y,

y determinemos las condiciones para que £ = 0.

Como £(01,01) = 26*173(1)11(:617 x3), toda solucién de debe ser de la forma con
o(x1,22) = a1 (22) + 12 (x2) para algunas funciones diferenciables ay, s € M. Un calculo
de E(Dr,0) = —2e~ % (a; (w2) + (w1 — 1) (22)) muestra que aq(z2) = k1 y () = kKo
para algunas constantes k1, ko. Por lo tanto, la componente £(ds,04) = —2&26_%3 muestra
que k2 = 0 y entonces la Ecuacion se reduce a

z3

©=K1€ 2.

Unos sencillos célculos muestran que €& = 0 se cumple y la métrica conforme g = ¢ ~2g es
Ricci llana.

Observacion 4.4. Existe una familia 1-paramétrica de métricas conforme Ricci llanas.

Observacion 4.5. Como toda variedad homogénea no reductiva de tipo (Al) con ¢ =0y
b # 0 es conforme Osserman con operadores de Jacobi conformes nilpotentes en 2 pasos y
esta propiedad es invariante conforme, entonces la métrica g es Osserman con operadores de
Jacobi nilpotentes en 2 pasos.



38 4 Espacios homogéneos no reductivos conforme Einsten

4.1.2. Tipo (Al) con g = —3?“ yb#0
Recordemos que la métrica en este caso toma la forma:
g = (4bx3 + a) da? + 4bxy dvydry — (dawoxy — 4cxs + a) dridrs
+dawy dridry + bdas — 2(azxy — ¢) dvadrs + 2a dredry + g dr?,

procedemos de la misma manera que en el caso anterior. Para una funcién positiva arbitraria
o(x1, 2, 23,24) en M, consideremos o = —2log(y). Entonces

Vo = ﬁ {a (903 + 3wapo — %@1) + 4 (azg — c)} 0,
- ﬁ {204 (22 (azy — ¢) + a) + axa (23 + 6x202 — 3p1)} D2
+ a21g0 {a (203 — 22202 4+ 1) + 2p4 (axs — ¢)} O3

+ ﬁ {204 (a*a3 + ab — 2acxq + c?)

ta (o1 (azs —¢) — 2 (p2 (2 (az4 — ¢) +a) + 3 (c — axq)))} 04 .

Recordemos que de la Ecuacion (3.3) las tinicas componentes no nulas del tensor de
Cotton estan dadas por:

6b

12bx2
@ T Ta

a )

12bx
o1 = =522,

3b

Coz0 = —°7, €30 = Co31 = 222 Cag.

Cio0 = Ci31 =
La Ecuacion (3.4) muestra que las componentes no nulas del tensor de Weyl son:
3b
Wig1o = =3b,  Wio13 = 3bxa, Wiz =3,
_ 2 _ _3b _ _3b
Wiziz = —3bxs, Wigaz = — 252, Whagas = — .

Entonces las componentes no nulas del tensor C estan dadas por:

1

Ci31 = —22C121, Caz1 = —50121 )
1

Ciz2 = —22C122, Ca32 = *§C122 )
1

Ci33 = —22C123, Cazz = —35C123,

donde
a?p Cia1 = 6b (22 (2ap + ap1 — 2ap3 — 2apsxs + 2004) — apy — 2ap273) ,
a?p Cia = 3b (2a¢p + ap1 — 2aps — 2apaxy — 200424 + 2¢04)
a?p Cia3 = —3abyy .

Como a,b # 0 y Ci23 = 0, la funcion (z1, z2,3,24) no depende de la coordenada x4 y la
componente Cyo1 se reduce a

3b
Cio2 = a {204 ©1 — 23 — 2022}, Cio1 = 222C122

Una solucion de la ecuacion diferencial 2 = 23+ 2292 — 1 es necesariamente de la forma
o(x1, T2, 23) = e 21 p(e* 1wy, 221 + 3) = 2" (P 0 V) (21, T2, 23) (4.6)

donde 9 (z1, 29, 3) = (e** 129,221 +x3) y ¢(2,w) es una funcién arbitraria para z = e**1x
vy w =2 + 3.
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A continuacion, analizaremos la existencia de soluciones de (4.1) para alguna ¢ como en
([4.6). Haciendo € = 2Hes, +¢ p — 1{2A¢ + ¢ T}g, tenemos que £(ds, 02) = 2¢*10%,¢ =0
y por lo tanto

p(21, 20, 3) = €721 (62“582&(2901 + x3) + ¢(2x1 + 563))

para algunas funciones diferenciables qg(w), #(w). Considerando la componente £(dy,d3) =
2¢' — ¢ = 0, tenemos que ¢(2x1 + x3) = ez (2x1+es) para alguna constante . Luego, las
tinicas componentes no nulas del campo de tensores £ estan dadas por:

E(D1,01) = 2£(0y,05) = 2E(03,05) = 4e™ 2™ (¢ — 30" +2¢") .

. i 1 .
Por lo tanto, £ = 0 nos dice que ¢(2z1 + x3) = k1e2(2¥1H23) 4 0271423 v o consecuencia
) y
toda solucion de la ecuacion conforme Einstein es de la forma

o(x1, 22,23, 24) = K167 + K€ T 4 g g e3P

Por lo tanto, toda métrica conforme g = ¢~ 2g es Ricci llana.

Observacion 4.6. Existe una familia 3-paramétrica de métricas conformes, todas ellas Ricci
llanas.

3a
1

v b # 0 es conforme Osserman con operadores de Jacobi conforme nilpotentes en 2 pasos,

entonces toda métrica conforme Einstein g es Osserman con operadores de Jacobi nilpotentes
3

Observacion 4.7. Como toda variedad homogénea no reductiva de tipo (Al) con ¢ = —

en 2 pasos. Lo que muestra que los casos ¢ = 0 y ¢ = —= son esencialmente distintos pues el

espacio de métricas conforme Einstein es de dimension 1 en el primer caso y es de dimension
3 en el segundo caso.

4.2. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (A2)

Recordemos que la métrica tiene la formas:

g = —2ae*** dx dxs + aeza“dx% + bez(a_l)“da@% + 2ce D% dpada, + qdwi,
considerando oo = 1y b # 0. Sea ¢(x1, T2, 3, 4) una funcion positivaen M y o = —2log(y).
Entonces

Vo = a22W {a872z4 (qp3 — cpg) — e ¢ (62 — bq) } o1

— o2 2 Oy + Lp1e7P 0y — o {2a04 + 2ep1€7271} 0y

De las ecuaciones (3.8) y (3.9) se sigue que las componentes no nulas de los tensores de

Cotton y de Weyl estan dados por:

b ab b
Caaz = —, Wazoz = —e*™, Wiz = —=,
q 2q 2

respectivamente, entonces (M, g) no es weakly-generic. Por lo tanto, las Gnicas componentes

no nulas del tensor C = € +W(-,-,-, Vo) estan dadas por:
C232:—§%7 0233:—2%7 C344:—§%672z4’
b (4.7)
Cay3 = ( ((p (p4) — C(ple_zm‘l) .
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Como ab # 0 las primeras dos ecuaciones en (4.7) muestran que p(z1, z2, z3, x4) no depende
de las coordenadas x1 y x2. Por lo tanto, el tensor C se reduce a

b — ¢4

Cga3 = blo—s) ;
qp
donde ¢ es una funcion diferenciable en las coordenadas (x3,x4) y se sigue de Csq3 = 0 que
p(zs, x4) = ¢(x3)e® para alguna funcion diferenciable ¢(z3).
Considerando ahora la ecuacion conforme Einstein (4.1) y haciendo £ = 2Hes, +¢ p —

i{QA(p + ¢7}g, la tnica componente no nula del tensor £ es:

et (244" — bo)

5(33,83)=#,

integrando £(03,03) = 0 obtenemos que:

g 26
p=e" I3\/; (Iilexs\/j—f—ﬁlg) , si bg>0,
p=e" (mcos <$31/—%)+528i11 (xgq/—%)), si bg<O0.

Por lo tanto, un calculo sencillo muestra que para toda funciéon ¢ dada por (4.8)), la métrica
g = ¢ 2g es Ricci llana.

(4.8)

Observacion 4.8. La Ecuacion (4.8) muestra que existe una familia 2-paramétrica de métricas
conformes, todas ellas Ricci llanas.

Observacion 4.9. Para toda métrica conforme Einstein, existen deformaciones conformes
de la métrica que siguen siendo Einstein. De tal manera que, métricas que no son del tipo
(A2) con @ = 1y b # 0 son semi-conformemente llanas y por lo tanto no estan en la clase
conforme de una métrica Osserman.

4.3. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (A3)
Recordemos que en el tipo (A3), la métrica tiene los siguientes dos casos:
g+ = 2ae*™* dxyday + ae®™? cos(xy)?dri + bda3 + 2cdrsdry + qdx;

g = 2ae**s drydry + ae*™® cosh(xy)?dzs + bdas + 2cdrsdry + qdrs .

Sea e = 1y b # —q los correspondientes al caso g1 y € = —1 y b # ¢ los correspondientes
al caso g_. Probaremos tinicamente el caso correspondiente a € = 1 pues el caso ¢ = —1 es
completamente anélogo. Asumiremos entonces que b # —g. Como en los casos anteriores,
sea (1, T2, 3, r4) una funcion positiva y sea o = —2log(p). Entonces

Vo = ﬁ {26_4’”3 (ae2“’3 (cp3 — bpg) + 1 (bq — 02)) } 5]

e R e T P e ]

De las ecuaciones (3.13)) y (3.14) se sigue que las componentes no nulas del tensor C =
¢+ W(,-, -, Vo) estan dadas por:
b Coss = (b+q)cos (z4)* o1, bpCoss=—(b+q)p2,
apCaaz = —(b+ q)e "3y, (4.9)
abpCaas = —(b+ q)e ™ (a(p — p3) > + cp1) .
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Como a # 0y b # —q, las primeras dos ecuaciones en (4.9) muestran que ¢ no depende de
las coordenadas z1 y x3, por lo que el tensor C se reduce a

bpCaas=—(b+q) (¢ —¢3),

donde ¢ es una funciéon diferenciable en las coordenadas (z3,24). Ahora Csqq = 0 nos dice
que p(x3,24) = ¢(x4)e®3, para alguna funcion diferenciable ¢(z4).

Considerando ahora la ecuacion conforme Einstein y como en los casos anteriores hacien-
do & =2Hes, +pp— i{?Ago + ¢ 7}g. Un calculo sencillo muestra que la tnica componente
no nula del tensor £ estd dada por:

£(01,01) = 1% (0~ g+ 205)

lo que muestra que ¢(z4) esta determinada por la ecuacion ¢ = —b;—bqqﬁ. Por lo tanto la
deformacion conforme ¢(x3,x4) estd dada por:

o4 = (K1Tg + K2)e™s, sib—q=0,

a— (g—b) .
0y = era—ray/ St (me“\/ e /52) , si b(qg—b) >0,

g =e’s (/-@1 cos(m4\/bmf>+mgsin(x4\/b2f)> , siblg—10)<0.

Por lo tanto, en todos los casos anteriores la métrica conforme g4 = <p;2g+ es Ricci llana.
El caso € = —1 se obtiene de una manera completamente analoga. Para toda métrica g
dada por (3.15), la métrica conforme g = p_?g_ es Ricci llana, donde

(4.10)

o= (K124 + K2)e™, sib+q=0,

[2(q+b)
w_ — T3 —ZaV/ ot (lile“ ot + /€2> , si b(q + b) >0,

o_ :exs(m cos(xM/—b;bq) + Ko sin(xM/—b;f‘)) , sib(g+b)<0.

Observacion 4.10. Para cada una de las posibilidades en (4.10]) y (4.11)), existe una familia
2-paramétrica de métricas conformes, todas ellas Ricci llanas.

(4.11)

Observacion 4.11. Para toda métrica conforme Einstein, existen deformaciones de la métrica
la cual es Einstein. Por lo tanto, observemos que una métrica que no es de tipo (A3) con
e = +1 y b # Fq es semi-conformemente llana y por lo tanto (M, g) no pertenece a la clase
conforme de una métrica Osserman.

4.4. Variedades homogéneas no reductivas de Tipo (B1)
Recordemos que la métrica tiene la forma
9=(q(23 + 4zoxs2y + 42323) + dcwows + 8cadwy + 2axs + 4ba3) d?
+2(q(z374 + 21923) + dewozy + cw3 + 2b22)dT1dTo
+ 2(q(x3 + 2woxg) + 2¢x9 + a)dxidrs + daxedriday
+ (go3 + 2cx4 + b)dx3 + 2(qz4 + C)dz2dr3 + 20dTodTy + qd3
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y debemos considerar el caso ¢ = 0 # ¢. Haciendo ¢ = 0 en las ecuaciones (3.28)) y (3.29)),
las componentes no nulas de los tensores de Cotton y de Weyl estén dados por:

_ 45c%z _ 45¢2
Cio1 = 2572, Cio0 = 35,
_ 3c%z _ 3c(a+2czx2)
Wigrg = 25 = 3(b+ 2cxy) , Wioiz = — =52,
w =-3 W — _3 W _ _3c
1214 = —9oCx2, 1223 = ~ 54 1224 = — 5

respectivamente. Lo que muestra que (M, g) en este caso es weakly-generic y por lo tanto
C =¢+W(,-,-,Vo) = 0y es una condicién necesaria y suficiente para ser conforme Einstein.
Como en las secciones anteriores, consideremos (1, xs, T3, x4) una funcion positiva y sea
o = —2log(y). Expresamos el gradiente de o como

Vo = ﬁ {cps —aps} 01 + ﬁ {22 (aps — cps) — apy} Oo

+ 2 {23 (2ap3 — cpy) — ap; + 2apaza} O3

a2

+ 25 1bpa — o (a + 2cx2) + cpr — cpss + 2cp414} Oy
Las componentes Cy23 y C124 del tensor C = € + W(+,-, -, Vo) estdn dadas por:
apCio3 = 3cps, a@Cioa = 3cpa,

y como ¢ # 0y C123 = C124 = 0, la funcion ¢ es independiente de las coordenadas x3 y x4.
Asumiendo que ¢ es una funcion diferenciable en las coordenadas (z1, z2), las componentes
no nulas de C se reducen a

3¢ (ap1 — 15cpxa) 3¢ (15¢p — 2aps)

Cio1 = — Cioo = . 4.12
121 20 ) 122 207 ( )
Un calculo sencillo muestra que C122 = 0 si y sélo si
= ¢(z1)e 5 ™2, (4.13)
para alguna funcion diferenciable ¢(x1). Entonces Ci19; se transforma en
/
-1
e Belad/(ar) — 15crso(cy)) s

a?p(xy) ’

de donde se sigue que ¢ es identicamente nula y en consecuencia ¢ = 0, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto esta variedad no es conforme Einstein.



Observaciones finales y trabajo
futuro

e La clasificacién de las variedades pseudo-riemannianas conforme Einstein esta préctica-
mente resuelta en dimensién 4 cuando la variedad M es el producto de dos superficies
M = ¥, x Y. Geométricamente esta situaciéon se corresponde con la existencia de
una distribucién no degenerada de dimensién 2 paralela en la variedad. Pretendemos
abordar este problema cuando la variedad M admite dos distribuciones paralelas de di-
mension 1. El problema sera especialmente relevante cuando una de las distribuciones
sea degenerada, dando lugar a una estructura de Walker.

e Las variedades Kédhler conforme Einstein Riemannianas se caracterizan por la anula-
cion del tensor de Bach [19]. Pretendemos abordar este problema considerando métricas
Kahler indefinidas y variedades para-K&hler.
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