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Introduccion

El dlgebra lineal se fundamenta en el estudio de los espacios vectoriales y transfor-
maciones lineales. La historia del algebra lineal moderna se remota al siglo XIX con el
surgimiento del algebra matricial a partir de la teoria de los determinantes y los méto-
dos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. En este sentido cabe senalar las obras
de W. R. Hamilton (1805-1865) y H. G. Grassman (1809-1877). Hamilton se ocupé de
los vectores y cred un sistema de niimeros complejos extendidos que llamé cuaterniones.
Ademds de Hamilton y Grassman, tres matematicos que contribuyeron al progreso del
algebra lineal en el siglo XIX son: A. Cayley (1821-1895), J. Sylvester (1814-1897) y C.
Hermite (1822-1901). Se debe a ellos la creacién de la teoria de invariantes. Es a Sylvester
a quien se deben las matrices y el concepto de rango, pero fué Cayley quien desarroll en
1858 una nueva algebra con el cdlculo de las matrices. La introduccion de las matrices
es un ejemplo de que un artificio trivial en notacion, es el germen de una vasta teoria
con innumerables aplicaciones. El algebra lineal tiene aplicaciones en diversas areas, el
proposito principal de esta tesis es proporcionar un texto que contenga aplicaciones a
las dreas de la geometria y de la topologia. Nuestro interés se centrara en el estudio de
las formas bilineales, espacios con producto interno, las superficies cuadricas y algunas
propiedades de los grupos de matrices; ilustraremos ejemplos importantes como son los
cuaterniones y los grupos ortogonales.

En el primer capitulo introducimos lo que es una forma bilineal sobre un espacio vecto-
rial, considerando los campos R y C. Veremos que una funcién cuadratica es una funcion
de una variable para la cual existe una forma bilineal simétrica. Habiendo definido las
formas bilineales sobre los espacios vectoriales, nos detendremos a estudiar un tipo muy
concreto, los productos internos y con ello abordar las propiedades de los espacios eu-
clidianos para el caso del campo R y los espacios unitarios en el caso de los complejos.
Hablar de espacios euclidianos nos lleva a estudiar las funciones que preservan el producto
interno, ellas son las transformaciones ortogonales. Principalmente nos interesan los au-
tomorfismo ortogonales de R", ya que el conjunto de todas estas transformaciones forman
un grupo con la multiplicacién de matrices, el grupo ortogonal O(n) y nos detendremos
en su estudio. De manera andloga, para el caso complejo las funciones que preservan el
producto interno son las transformaciones unitarias; las cuales forman el grupo unitario
U(n). Finalmente, en este capitulo mencionaremos un teorema importante, el teorema
espectral para el caso real y complejo.

En el segundo capitulo abordaremos el estudio de las superficies cuddricas, daremos

su clasificacion en R”. La clasificacién de las superficies es una rama importante en la
geometria y se hace de manera rigurosa. El criterio aqui es que dos cuadricas pertenecen
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a la misma categoria cuando se puede pasar de una a la otra mediante un cambio de un
sistema de coordenadas adecuado (ortogonal). Generalizaremos la nocién de cuddrica en
el espacio proyectivo real y complejo. Para entender una superficie cuadrica en dimen-
siones superiores estudiaremos sus secciones por espacios tridimensionales reales. Nuestro
proposito serd describir cuadricas salvo homeomorfismos, para ello estudiaremos el tipo
topoldgico de las mismas.

Los grupos se encuentran dentro de los objetos mas importantes de las matematicas
y de la fisica tedrica, esta importancia se debe al hecho de que los grupos son una herra-
mienta para el estudio de las simetrias. En geometria diferencial existe una clase especial
de grupos, los grupos de Lie. Estos grupos representan los objetos en los que su aspecto
geométrico y algebraico coexisten. Un objeto més simple, el dlgebra de Lie, es un espacio
vectorial de dimension finita; canénicamente a cada grupo de Lie se le puede asociar su
algebra de Lie. A pesar de su simplicidad, el algebra de Lie de un grupo codifica lo esencial
de la informacion relativa al grupo en si. En el tercer capitulo, abordaremos el estudio
de los grupos lineales y sus algebras de Lie, nuestro interés se centrara en estudiar a los
grupos de matrices GL(n, K), SL(n, K), SO(n), O(n), SU(n), U(n). Asi mismo, estu-
diaremos las descomposiciones polar y de Iwasawa. Abordaremos el estudio de la funciéon
exponencial para matrices y su inversa la funcion logaritmo. La funcién exponencial es
una funciéon que transforma elementos del algebra de Lie en elementos del grupo de Lie.
Por otro lado, la idea de la representacion de un grupo desempena un papel importante
en el estudio de las simetrias. Formalmente, una representacion de un grupo de Lie G en
un espacio vectorial V' es un homomorfismo de grupos G — Aut(V'). Trataremos aqui la
representacion adjunta de los grupos de matrices hasta ahora mencionados.

En el ultimo capitulo estudiaremos al grupo SO(3) y su algebra de Lie. Veremos que
existe una relacién entre los grupos SU(2) y SO(3) por sus algebras de Lie. Mostrare-
mos que existe un homeomorfismo entre SO(3) y RP3, ello nos permite concluir que al
mismo tiempo son grupos, espacios topoldgicos, variedades y grupos de Lie. Asi mismo
abordaremos el estudio de los cuaterniones H y discutiremos sus propiedades algebraicas.
Estudiaremos su geometria, la estrecha relacién con las rotaciones en R? y su relacién con
el grupo de Lie SU(2). Estudiaremos en particular a los grupos SU(2), SO(3) y SO(4).
Y nos detendremos en el grupo de los automorfismos de H"™ que preservan la norma, este
se denomina el grupos simpléctico Sp(n).

Cuando la mecanica cuantica del electrén fué desarrollada en el siglo XX, se pudo
observar que los cuaterniones estaban relacionados con los objetos matematicos recien-
temente desarrollados llamados espinores y que los electrones estaban relacionados con
ambos, con ello se desarrollé una notacién equivalente a los cuaterniones la cual es estandar
en aplicaciones fisicas, ésta se basa en matrices 2 x 2 conocidas como las matrices de Pauli;
en este capitulo utilizaremos esta notacién. En la 1iltima parte de este capitulo hablaremos
de las propiedades de un grupo muy importante en fisica, el grupo de Lorentz L = O(1,3)
el cual es una generalizacion de los grupos ortogonales. Este grupo como veremos, puede
ser dotado de la estructura de grupo de Lie y esta formado por cuatro componentes co-
nexas, pero basta estudiar una componente particular para conocer las propiedades del
grupo, lo veremos a detalle més adelante. Por otro lado, la descomposicion de Iwasawa nos
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permitira ver al grupo de Lorentz como variedad L ~ R3 x RP3. Finalmente mencionamos
una importante relaciéon entre los grupos SL(2,C) y el grupo de Lorentz restringido Ll
a través de la llamada representacion espinorial, ello nos permitira concluir que existe un
isomorfismo entre el grupo de Mdébius y Ll.
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Capitulo 1

Formas Bilineales

En este capitulo estudiaremos dos tipos de funciones: las formas bilineales y las formas
cuadraticas; éstas son de gran interés por sus diversas aplicaciones en algebra lineal y sobre
todo en geometria. Desarrollaremos la teoria de espacios vectoriales con una forma bilineal
asociada muy particular (simétrica y definida positiva), considerando los campos real y
complejo. A lo largo de este capitulo V' denota un espacio vectorial sobre un campo K.

1.1. Formas bilineales y formas cuadraticas

Definicién 1.1. Una forma bilineal v sobre V' es una funcion:
v:VxV =K
que satisface:
1. y(Av1 4 Avg, w) = Ay (vr, w) + Aoy (vg, w).
2. (v, \qwy + Aaws) = Ay (v, wy) + Aoy (v, ws).
para todo A1, As € K y v, vy, v, w, wy,wy €V
En otras palabras, v es lineal en cada variable.

Definicién 1.2. Supongamos que dimV =n y (v, ...,v,) es una base para V. Definimos
la matriz asociada a la forma bilineal v con respecto a la base dada como:

G = (gi5) = (v(vi, v5)).

La matriz asociada a « sirve para calcular el valor de la forma bilineal si conocemos las
coordenadas de los vectores en la base dada. De tal manera que G esta determinada por
vy toda matriz G determina una forma bilineal v por

ot (Z ;i Zijj) =7 (Z xi?/jQij) =x'Gy.
i=1 i=1 i,j=1

Para K™ con la base candnica, la matriz asociada a la forma bilineal v es
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y(x,y) — x'Gy (1.1.1)

donde x, y son matrices coordenadas de x,y.

Si denotamos por Bil(V') al espacio vectorial de formas bilineales sobre V' con las opera-
ciones correspondientes entonces dada una base podemos encontrar el isomorfismo:

M,(K) = Bil(V)
G —v:VxV =K.

Una pregunta natural es, jcémo se transforma la matriz G' cuando se cambia la base de
V7. Sea T la transformacion de cambio de coordenadas, se sigue que:

x=Tx, y=Ty,

por lo tanto v(Tx,Ty) = (TX)!GTy = x'(T*GT)y. De tal manera que la matriz asociada
a 7y en las nuevas coordenadas estd dada por T*GT. En consecuencia, la matriz de cambio
de base nos permite calcular la matriz de la forma bilineal en bases distintas.

Otra manera de ver a las formas bilineales es mediante el espacio dual. Si Z5(V, V*) es el
conjunto de todas las funcionales lineales de V' en el espacio dual V*, entonces:

Proposicién 1.3. Si ' : V. — V* es una funcional lineal de V' en el espacio dual V*.
Entonces la expresion

y(v,w) = (I'(w), v) (1.1.2)
define una forma bilineal. Reciprocamente, dada una forma bilinealy : V xV — K (1.1.2)

definimos la funcional lineal
r.v-ve

w — I'(w)
L(w)(v) = v(v,w). Por lo tanto, la ecuacion (1.1.2) define un isomorfismo canénico:
Bil(V) = Z(V, V).
En notacién matricial: sea (v], ..., v}) la base dual de (vy, ..., v,) tal que v} (v;) = d;;. Dado
g fijo: I'(vj) = ayv] + ... + a,v); donde a; = I'(v;)(vi) = v(vi,v;) = gij, por lo tanto
() = gijv} + oo+ gojvh = > Gijvr (1.1.3)
k=1

y (gi;) es la matriz de I'. En consecuencia la matriz G asociada a 7 es la matriz de T,
cuando en V* se tiene la base dual. En K™:

'Gy = (Gy)'z
y la forma bilineal (z,y) — 2'Gy corresponde a la funcional lineal
K" — K",

y— (Gy)".
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Observacion 1.4. El determinante de Gram g = det(G) depende de la base pero no
ast el rango de la matriz, porque:

rango(T'GT) = rango(G), T € GL,(K).

Por otro lado, las formas bilineales que nos interesan son las que no se alteran al inter-
cambiar el orden de los argumentos, estas formas bilineales se llaman simétricas.

Definicién 1.5. Una forma bilineal v : V x V — K se dice:
1. Simétrica: si y(v,w) = y(w,v) Yv,w e V.

2. No degenerada: si la transformacion lineal asociada I' : V' — V* es un isomorfis-
mo.

Observacién 1.6.

1. En dimension finita, v es simétrica si y sélo si gij = g;; ¥ i,j. Es decir G* = G es
simétrica.

2. v es no degenerada si y solo si G es invertible.
Definicién 1.7. Sea v : V x V — K una forma bilineal simétrica. A la funcion:
v: V=K
v = (v, 0)
se le conoce como la forma cuadratica asociada a . Tal funcion cumple lo siguiente:

v(kv) =k*v Vke K,YveV.

A partir de la forma cuadratica se puede encontrar la forma bilineal 7. Sea K un campo
de caracteristica distinta de 2. Entonces:

v+ w) =7+ w, v+ w) =vy(v,v) +y(w,w) + (v, w) + y(w,v),

pero 7y es simétrica, por lo tanto

1
V(an) = 5(7(U+w7v+w) —’}/(U,U> —’Y(U},UJ)) (114)
Anélogamente (v — w) = y(v,v) + y(w,w) — 27y(v,w). En consecuencia:
Y+ w, v+ w) — (v —w,v—w) = 4dy(v,w). (1.1.5)

Es importante notar que la forma cuadratica queda completamente determinada por la
parte simétrica de la forma bilineal 7. Asimismo, la parte simétrica de una forma bilineal
queda completamente determinada por la forma cuadratica correspondiente.

Definicién 1.8. Sea v una forma bilineal. Una base (vy, ...,v,) de V' se dice ortogonal,
si y(vi,vj;) = 0 para i # j. En otras palabras, la matriz asociada G es diagonal.
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1.2. Espacios Euclidianos

Definicién 1.9. Un espacio euclidiano es un espacio vectorial V real con una forma
bilineal simétrica:
v:VxV =R,

(v, w) = (v, w)

y un producto interno o métrica que es definida positiva, es decir, (v,v) > 0 para todo
0£veV.

Ejemplo 1.10.

1. R™ con el producto interno usual {(x,y) = x'y = ijyj, es un espacio euclidiano.
J

2. St A€ M,(R) es una matriz invertible y el producto interno se define por y(z,y) :=
(Az, Ay) = 2! (A'A)y Va,y € R™, entonces se tiene un espacio euclidiano.

3. El espacio V' de las funciones continuas del intervalo f : [0,1] — R con el producto
mterno:

1
(r9) = | gt
0
define un espacio euclidiano.

Definicién 1.11. Sea V un espacio euclidiano en R™ con una forma bilineal v, definimos

la norma de v por:
v = v/ {v,v).

Observaciéon 1.12. Sidim V' es finita entonces el producto interno es no degenerado. En
efecto, si w # 0, entonces la funcional lineal

(bw): V=R
v = (v, w)
no es cero ya que (w,w) # 0.

Definicién 1.13. Sea U C V' un subespacio vectorial, definimos el complemento orto-
gonal de U como el conjunto

Ut={veV|{vuy=0 YueU}.
Claramente el complemento ortogonal U+ es un subespacio de V.

Definicién 1.14. Sean (V, (-,-)v) y (W, (-, -)w) espacios euclidianos. Una transformacion
lineal o :' V. — W se dice ortogonal si:

(a(u),a(v))w = (u,v)y  Yu,v e V.
Definicién 1.15. Sea dimV = n, una base (vy,...,v,) de V se dice ortonormal si:
<’UZ',U]‘> = (51']‘ \V/’L,j = 1, -y N

Donde 6;; es la delta de Kronecker.
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Proposiciéon 1.16 (Ortogonalizacién de Gram-Schmidt). Sea vy, ..., v, una familia or-
tonormal en V', es decir, (v;,v;) = 0;; y que se puede extender a una base de V por
W1, - Wy. Entonces la familia se puede extender inductivamente a una base ortonormal
poniendo:

k
Vg4l = Wiyl — Z<wk+1a Vi) - ;
i1
y !
T ok

Demostracion. Note en primer lugar que los vy, ..., v; son linealmente independientes pues

k
V= Z Ajvj =0
j=1

entonces (v,v;) = A; = 0.

Claramente (vy, ..., Vg, k41, W42, ---, Wy ) €s también una base. En particular 05, # 0. Por
construccién

(Be41,v;) = (Wi, v) = D (wigr, i) (03, 05)
7
(Wrt1,05) = (Wi, 0))

0.

. Uy,
Luego vy es ortogonal a vy, ..., v, y por lo tanto vy 1 = ——
|Uk+1‘
también es ortogonal a vy, ..., vg. O

es un vector unitario que

Definicién 1.17. Una matriz real simétrica G se dice definida positiva (G > 0), si la
forma bilineal asociada (z,y) — x'Gy es definida positiva.

Corolario 1.18. §i G es una matriz n X n, real y definida positiva, entonces existe una

matriz n x n, real invertible tal que G = T*T'. Reciprocamente si T es invertible entonces
T'T > 0.

Demostracion. Consideremos el siguiente producto interno en R™:
R"xR" — R
(r,9)g — 2'Gy
y sea (vy, ..., v,) una base ortonormal de R™ con respecto a dicho producto interno. Sea
T:R" — R"
v > e

donde los vectores v; se consideran con el producto interno definido anteriormente y los e;
son los vectores canénicos de R" con el producto interno usual. Entonces T' es ortogonal
ya que si:

T =00 + ... + QUn, Y= 101+ ... + Bovn
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entonces (z,y)q = Z a; (i, vj) = Z a;3;. Por otro lado

/[:7j

(T(x), T(y)) = (11 + ... + anen, fre1 + ... + Bpen) = Zaiﬂi.

Entonces (x,y)e¢ = (T'(z),T(y)), por lo tanto
WGy = (T()T(y) Yoy
= o(T'T)y  Va,y

haciendo x = ¢;,y = e; obtenemos que G = g;; = (T*T);; Vi,j = 1,...,n. En consecuencia
G=T'T

Es precisamente mediante la ortogonalizacién de Gram-Schmidt que se construye 7' con
T'(v;) = e; una matriz triangular superior con diagonal positiva, por lo tanto T = (t;;),
tU:Oparaz>jyt“>O ]

Si W es un espacio euclidiano y V' C W es un subespacio, entonces V' hereda la estructura
de W. El producto escalar de V' es el inducido por la restriccion de W. Si dim V' es finita,
entonces V' es isomorfo a R"™. En los espacios euclidianos se cumple lo siguiente.

Proposicién 1.19 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Si V' es un espacio euclidiano y
v,w €V entonces se cumple:
(v, w)| <[] - w]

y se da la igualdad si y solo si v,w son linealmente dependientes.

Proposicién 1.20 (Desigualdad del triangulo).
v+ w| < || + |wl.
Ejemplo 1.21. Si V' es el espacio de funciones continuas f : [0,1] — R con el producto

interno (f,g) = / f(t)g(t)dt, entonces

(o) )

Proposiciéon 1.22 (Proyeccién ortogonal). Si V' un espacio euclidiano y U C V un
subespacio de dimension finita con el producto interno inducido por V. Entonces se tiene
una descomposicion como suma directa V = U © UL y una transformacion lineal bien
definida de V en U:

po:V=UaU 25U

conocida como la proyecciéon ortogonal.

Demostracion. Siv € UNUL entonces v € U y v € UL, por lo tanto (v,v) = 0 de donde
v = 0. En consecuencia U N U+ = {0}.

Sea 8 = (uy, ..., u,) una base ortonormal de U, entonces v se puede escribir como: v = u+a
donde
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B

Figura 1.1: Proyeccion ortogonal

n

u = V, Ui )Us U:=v— U.
Z( JUj)uj Y

j=1

Claramente, u € U y (@, uj) = (v, u;) — (u,u;) = (v,u;) — (v,u;) = 0 para toda j. Por lo
tanto @ € U+. Més aun, la proyeccién ortogonal esté dada por:

n

pu(v) = Z(v,uj) - Uj.

]

Observacién 1.23. Dado v € V, para todo u € U la distancia entre u—uv es mayor igual
a la distrancia entre py — v, es decir, la menor distancia entre u y v es la proyeccion.

Demostracion. Sea v = p,(v) + @, donde @ € U*. Entonces

o —ul’ = |pu(v) +@—ul?
(v) = ul* + |af*

AVARI
=T
_[Q :

]

Si eq, s, ... es una familia ortonormal en V' que en principio pudiera ser infinita, entonces
(v,e;j) se denomina el j-ésimo coeficiente de Fourier de v € V' con respecto a dicha
familia. En este caso se cumple:

Proposicién 1.24 (Desigualdad de Bessel).

Y (e <l

J
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n

Demostracion. Sea v = Z(v, ej)e; +w con w € L(ey, ...e,)= por lo tanto:

j=1
n
o = ) (ve)” +
j=1
2 Z<U>ej>2‘
j=1
En particular, la serie Z(v, e;) es convergente. O

J

Ejemplo 1.25. Sea V el espacio de las funciones continuas [0,1] — R y sea el sistema
ortonormal dado por las funciones

f(t) = 2sen(27nt),

f(t) = 2cos(2mnt),

(conn € N) y la funcion constante 1. En este caso, los coeficientes de Fourier con respecto
a esta familia ortogonal son los coeficientes de Fourier usuales.

Notemos que si (ey, ..., €,) es una base ortonormal de V', entonces
v = E (v,ej)ej,
J
es la representacién de v € V' como combinacién lineal de los vectores de la base, porque

al multiplicar una combinacién lineal v = A\je; + ... + A€, con e se obtiene (v, ex) = A.

Consideremos ahora un subespacio afin A de un espacio euclidiano V' de dimensién n,
esto es, A = g+ U donde U es un subespacio vectorial de dimension n—k y ¢ € A. Elijase
una base ortonormal (cy, ..., ¢;) de U* y pongamos a; = {(c;, q). Notemos que los valores
de aq, ..., ax no dependen de la eleccién de ¢ € A. Entonces A es el conjunto solucién del
siguiente sistema de ecuaciones:

Definicién 1.26 (Forma normal de Hesse).
(cj,x) —a; =0
conj=1,..k.

Observacion 1.27. La distancia minima de un punto p € V' al espacio afin A es igual a

|(A 1y ooy M) = VAT + o+ AF donde \j = (¢;,p) — oy, para j =1,... k.

Demostracion. Notemos que la distancia de un punto ¢ € A a p es minima precisamente

k
cuando p — ¢ € Ut y por lo tanto p — ¢ = Z Ajc;. En tal caso
j=1

)‘j = <Cj7p> - <Cj7Q> = <Cj7p> —Qj
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Figura 1.2: Observacion 1.27

y la distancia buscada es:

k
p—al = D> N
=1
= (Ao M)

VAT AT

Para un hiperplano A la forma normal de Hesse consiste de una sola ecuacién (¢, ) —a = 0,
con |c| = 1. En este caso la distancia de un punto p € V' a A estd dada por:

(¢, p) — al.

1.3. Grupos Ortogonales

Naturalmente no sélo estudiaremos a los espacios euclidianos, sino mas bien la cate-
goria de espacios euclidianos y transformaciones ortogonales: la transformacion identidad
entre espacios euclidianos es ortogonal y la composicion de transformaciones ortogonales
es ortogonal. Una transformacién ortogonal o : V' — W es siempre inyectiva ya que si
a(v) = 0 entonces |v| = |a(v)| = 0 por lo que v = 0. Si las dimensiones de los espacios
son iguales, entonces la transformacion es un isomorfismo. Nos interesan principalmente
los isomorfismos ortogonales de R™ en si mismo, para ello identificaremos L(R™,R") con
M, (R) el espacio vectorial de las matrices n x n. Es facil ver que el conjunto de todas las
transformaciones ortogonales es un grupo con la multiplicacién de matrices, como veremos
a continuacion.

Teorema 1.28. FEl grupo de las transformaciones lineales ortogonales A : R — R™ con

el producto interno usual se denomina el grupo ortogonal en dimension n y se denota
por O(n). Ademds:

1. Una matriz A € M, (R) pertenece a O(n) si y solo si A'- A =1, es decir, si las
columnas de A forman una base ortonormal de R".
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2. 8i A € O(n) entonces det(A) = £1.

El subgrupo SO(n) = {A € O(n) | det(A) = 1} se conoce como el grupo ortogonal
especial

Demostracion. Notemos que:

AeO(n) < (Az)(Ay)=2'y Vr,yeR"
— 'A'Ay =2y
— A A=1,

la tltima equivalencia se obtiene tomando z = e;,y =e;, Vi,j € {1,...,n}.
Por otro lado, si A € O(n) entonces:

(det(A))* = det(A)"-det(A)
— det(A*- A)
= det(])
1.

]

Notemos también que A - A = I porque A® = A~L. Por lo tanto A? es ortogonal, las filas
de A forman una base ortonormal y A~! es ortogonal.

Recordemos que una base ordenada (vy, ..., v,,) de R™ se dice positiva si det (vy, ..., v,) > 0.
El grupo SO(n) es el subgrupo de las transformaciones ortogonales que preservan orien-
tacion, es decir, A € SO(n) manda bases positivas en bases positivas.

Veamos que sucede con los grupos O(n) y SO(n) en dimensiones bajas:
Ejemplo 1.29.

1. Notemos que O(1) = {id, —id} = Z/2, SO(1) = {id} = 1.

2. El grupo SO(2) es el grupo de rotaciones en R2.

En efecto, si A € SO(2) entonces

Aelz(Z), a2+ =1

y por lo tanto a = cosp, b = sen p para algtin p. Como Aey es ortogonal a Ae; y tiene
norma 1. Aes tiene inicamente dos posibilidades (;b) 0 ( b ), asi:

—a

<a —b) (cosgp —sengp)
A pumy pumy

b a sen cos ¢
por lo tanto SO(2) = S'. El polinomio caracteristico de A es

xa(t) = (t — cosp)? +sen” p
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Figura 1.3: Ejemplo 1.29 2.

y cuando senp = 0, y4(t) tiene raices reales, es decir A = £1. En los complejos, xa(t)
tiene las raices cos ¢ 4 i sen ¢. Las matrices ortogonales de la forma

B:(cosgo sen@)) det(B) = —1
senp —cosp

consisten precisamente de las matrices en O(2)\SO(2). En este caso, el polinomio carac-
terfstico es xp(t) =t> —1 = (t +1) - (t — 1), es decir, B deja un vector fijo y manda los
vectores ortogonales en sus negativos. Esto es, B es una reflexién.

Sea v(p) = (;;Slz) y notemos que B(p) - v(¢/2) = v(p/2). Luego B(p) es la reflexién a la
recta L(v(p/2)). Notemos que v(w) = —v(0), pero que L(v(w)) = L(v(0)). Tomemos a ¢
como pardmetro de S y denotemos por H(p) = L(v(p/2)) a la recta que deja fija B(yp),

es decir, el subespacio propio B(y) de valor propio 1 y consideremos la superficie:
M= {(p,x) € ' xR* | x € H(p)}.

Es facil ver que M es una banda de Mdgbius (no compacta).

Figura 1.4: Banda de Md&bius.

Ejemplo 1.30. EI grupo SO(3),

El polinomio caracteristico x4(t) de una matriz A € SO(3) es un polinomio ménico de
grado 3, por lo que tiene al menos una raiz real. Entones existe A € R y un vector propio
unitario v € R tal que Av = Av. Notemos que |\v| = |Av| = |v] = 1 de tal forma que
|A| = 1. En consecuencia A = +1.
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Al considerar a A como matriz sobre los complejos, obtenemos tres valores propios co-
rrespondientes a las tres raices complejas Aj, A2, A3 de xa(f), los cuales satisfacen que
A1+ A2 - A3 = det(A) = 1. Pero como x4(t) es un polinomio con coeficientes reales, sus
raices complejas aparecen conjugadas a pares. De manera que, o bien todos los \; son
reales y \; = 1 de donde se sigue que alguno de ellos es 1 o alguna de las raices A es
real y las dos restantes son complejas conjugadas digamos p, z. Pero como A-p-m =1y
p- = |pl* > 0 entonces \ = 1.

Observacién 1.31. Notemos que toda A € SO(3) deja fija a una recta Ly = {r-v | r € R}
el eje de rotacion de A. Por lo que si Uy = L1 es ortogonal entonces la restriccion

N

Aly, : Us — Uy es una rotacion del plano Ugy.
Ejemplo 1.32. El grupo O(3).

Si B € O(3), entonces det(B) - B = A € SO(3). Por lo tanto B es una rotacion Ly4
compuesta de una reflexién en el plano U, (en caso de que det(B) = —1). Mas aun,
tenemos un isomorfismo de grupos:

SO(3) x Z)2 — O(3)

(A, [n]) = (=1)"A
cuya inversa estd dada por B — (det(B) - B, [n]), donde (—1)" = det(B).

1.4. Tranformacion de los ejes principales

Sea V' un espacio euclidiano de dimensién n, con producto interno (-,-) y una base
ortonormal (vy, ..., v,). Identificamos V' con V* mediante el isomorfismo

V-V
w (- w).
Tenemos lo siguiente:
1. A todo endormorfismo I de V' se le asigna una forma bilineal v dada por:
Y(v,w) = (Tw,v) = (v, Tw).

2. Si G = (gij) es la matriz de I" con respecto a la base (vy,...,v,), entonces I'v; =
Zgijvi y por lo tanto

(2

V(v v5) = {ox, Ty)
= Zgij<vkavi>

En consecuencia, G' es también la matriz asociada a la forma bilineal ~.
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Definicién 1.33. El endomorfismo I' se denomina simétrico o autoadjunto cuando la
forma bilineal asociada v es simétrica, ésto es, si para todo v,w € V' se cumple:

(v,Tw) = (w,Tv) = (F'v,w).

En términos matriciales, si G es la matriz de I' respecto a una base ortonormal entonces
_ t_
gij = gji, 0 G* =G.

Teorema 1.34 (Teorema espectral para operadores autoadjuntos). Sea I' un endomor-
fismo autoadjunto de un espacio euclidiano V' de dimension finita. Entonces V' posee una
base ortonormal de vectores propios.

Si en el teorema ponemos V' = R™ I' = G una matriz simétrica y T € O(n) es la
transformacién que manda la base ortonormal en la base canénica, entonces TGT ! es
una matriz diagonal. En efecto, el siguiente diagrama es conmutativo.

R ¢ _Rn

Aqui Tt = T, Si Gv; = \v; entonces:
TGT (e;)) = TGT'T(v)
= )\Zel
Nétese que también podriamos haber escogido a T € SO(n), pues siempre podemos

cambiar al primer vector de la base por su negativo, en caso de ser necesario. Como
consecuancia del teorema tenemos lo siguiente.

Corolario 1.35 (Teorema de los ejes principales). Si G es una matriz real n X n simétrica,
entonces existe T € SO(n), tal que TGT™ es una matriz diagonal:

TGT_l(ei) == )\z * €.

La base que se tiene en el teorema es ortonormal para la forma bilineal (-, -) y al mismo
tiempo ortogonal para .

Lo que sabemos de la forma bilineal (-,-) es que es simétrica y definida positiva, por lo
que respecto a las matrices podemos decir lo siguiente:

Proposicién 1.36 (Diagonalizacién simulténea). Si P es una matriz nxn, real, simétrica
y definida positiva; G una matriz real n X n simétrica arbitraria. Entonces existe T €
GL(n,R), tal que

1. T'PT = 1.

2. T'GT es una matriz diagonal.
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Demostracion. Sea T la matriz que manda la base candnica de R™ en una base or-
tonormal para el producto interno (z,y) — x'Py. Entonces por corolario 1.18 se tie-
ne que T{PTy = I. Por otro lado, por el teorema espectral existe T, € O(n) tal que
THTIGT))To=(T1T5)'G(T\Tz) es diagonal. Ademas (T112)'P(TiTy) = T4(TTPT) Ty = TiT, =
I. Por lo tanto T = TT5 es la matriz buscada. O

Lo que resta de esta seccion es escencialmente la prueba del teorema espectral.

Observacion 1.37. Si I' es autoadjunta, entonces vectores propios que corresponden a
distintos valores propios de I' son ortogonales.

Demostracion. SiT'(v) = Ay I'(w) = pw donde A # u, entonces

Ao, w) (A, w)
= ([(v),w)
= (v,T(w))
= (v, )
= wv,w)
en consecuencia (A — u)(v, w) = 0. Por lo tanto (v, w) = 0. O

Lema 1.38. Si U C V es un subespacio, I' es autoadjunta y TU C U entonces T'(U+) C
U+.

Demostracion. Si u € U, v € Ut entonces (u,['(v)) = (I'(u),v) = 0 porque I'(u) € U
para todo u € U. Por lo tanto I'(v) € U+, O

Lo anterior muestra que si encontramos un valor propio real de I' y U es el espacio propio
correspondiente (con alguna base ortonormal) entonces T'U C U, TUL+ C Ut y como
dim U+ < dim V, podemos suponer inductivamente que U+ tiene una base ortonormal
de vectores propios de I'|;1. Por lo tanto, junto con la base ortonormal de U tenemos la
base de V' buscada. Lo que es importante mostrar es que I' tiene valores propios reales.

Definicién 1.39. Sea I' un endomorfismo de un espacio euclidiano de dimension finita.
La norma de I' se define como:

IT [|= max {[C(v)| [v eV, |vo| =1}.

En dimensién infinita uno debe tomar el supremo, pero en este caso es facil mostrar que se
alcanza el maximo. A saber, notemos que la esfera unitaria {v € V' | |v| = 1} es compacta
y por lo tanto su imagen bajo I' también es compacta {I'v | |[v| = 1}. Finalmente, como
la funcién norma | | — R es continua, sabemos que alcanza su méximo en el conjunto
anterior.

Regresando a la norma de I', esta se puede caracterizar también del modo siguiente: || T ||
es el minimo nimero real K, tal que

T <K | VYveV.
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Figura 1.5: I" manda a la esfera en un elipsoide.

De esto se sigue que para cualquier otro endomorfismo A : V' — V' se tiene:

[TA < [T [TA]
[T+A < [[T+[]A].
En efecto:
ITA@)[ <[ T [[-JA@)[ [T - [l A -|o]
y

(T + A)(v)] IP(0)] + A (v)]

<
< AT ol Aol
= T+ 1A - ol

Lema 1.40. 5S¢ I' es autoadjunta entonces
| T ||= max{|(T'(v),v)| | |v] =1} =: M.

Demostracion. La desigualdad de Cauchy-Schwarz y el hecho de que |v| = 1 da como

resultado:
[(C(v),v)| < [T)]- o] <[ T[]

Por lo tanto M < || T ||. Resta mostrar que || I' || < M 6 |['(v)| < M cuando |v| = 1.

entonces

Supongamos que I'(v) #0 y w =
| T(v) |

(T(v), w) = [L(v)] = (v, T'(w)),
de tal forma que:
(T'(v+w),v+w) = (T'(v),v) + 20 ()] + ([(w), w),

(L(v —w),v —w) = (T(v),v) = 2T (V)| + (T'(w), w);
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restando obtenemos:

4 (w)] = Tw+w),v+w)— (Tv—w),v—w)
< Mp+wP+M-|v—wf?
2M - ([v]* + |w]?)
AM.
Por lo tanto |I'(v)| < M. O

A continuacién concluimos la demostracién del teorema espectral probando el siguiente
resultado.

Teorema 1.41. Si I' es un endomorfismo autoadjunto de un espacio euclidiano V' de
dimension finita, entonces || T || ¢ -|| T || es un valor propio de T.

Demostracion. Elijamos v € V, con |[v| = 1 de modo que [(I'v,v)| = || " || y pongamos
a = (I'v,v). Entonces o =|| T' || y se tiene:

0 < [Tw—oav
= |Tw|* = 2a(Tv,v) + a?|v|?
= |Tw* — 22 + o?
= [DP— T *<0.

En consecuencia I'v = aw. OJ

Si ahora tenemos un espacio vectorial real de dimensién n con una forma bilineal simétrica
~ donde inicialmente no existe un producto interno, entonces se puede introducir cualquier
producto interno euclidiano mediante un isomorfismo arbitrario V' = R"™. Por lo tanto, el
teorema afirma que existe una base ortogonal (vy, ..., v,) para la forma bilineal .

Si ponemos w; = Aju; se sigue que y(w;) = Ay(v;) y podemos determinar \; de tal
manera que y(w;) € {1, —1,0}.

Teorema 1.42.

1. Si~v es una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial real de dimension n,
entonces existe una métrica euclidiana sobre V' y una descomposicion ortogonal:

V == V+ ©® V, ©® %,
donde y(v) = |v]? parav € Vo, v(v) = —|v|? parav € V_ y y(v) =0 para v € V.

2. Si G una matriz real simétrica, entonces existe una matriz invertible T, tal que
T'GT es una matriz diagonal, con entradas 1,-1,0 en la diagonal.

Vemos que los valores propios de la matriz bajo la transformacion G — T'GT no se
preservan.
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Teorema 1.43 (De Sylvester). Los nimeros dim Vg, dim V., dim V_ son igual al indice
de v en el teorema (1.42). Se determinan de forma iunica por 7y, es decir, el nimero de
entradas 1, -1, 0 en la diagonal de T'*GT depende sdélo de G, es decir, no depende de la
base.

Demostracion. Sea I' : V. — V* el operador autoadjunto asociado a v entonces Vy =
ker(I") porque y(v) = 0 para todo v € Vj. El nimero dim V, es la dimensién maxima de un
subespacio U C V., por lo tanto 7|y es definida positiva. De hecho si dim(U) > dim(V}.),
entonces U N (Vy + V_) # {0}, es decir, U tendria un vector u # 0 tal que y(u) < 0. O

El indice de v se denomina signatura. Lo sorprendente en la transformacion de los
ejes principales mediante una matriz ortogonal es que esta transformacién puede verse
como una forma bilineal y al mismo tiempo como la transformacién de un endomorfismo:
G — T'GT = T7'GT donde T € O(n).

Figura 1.6: Plano hiperbdlico.

Ejemplo 1.44 (El plano hiperbdlico).

Sea V =R?y v(z,y) = 11y1 — T2y». La matriz asociada a v es:

(3 )

Una base ortogonal de 7 asigna cada par de vectores (a,b), (b,a) con a # b. Su forma
cuadratica asociada es y(x1,z2) = 22 — z3. La base del teorema espectral determina si los
valores propios de I' son o no todos distintos.

Ejemplo 1.45 (El tensor de inercia).

Consideremos un sélido rigido K al que asignamos un espacio euclidiano V' = R? de
tal manera que los puntos en el cuerpo son los vectores en V' cuya norma es constante.
Cuando se mueve el cuerpo, el espacio R? se mueve con él.

Cuando el cuerpo gira alrededor de un eje fijo que pasa por su centro de masa, la velocidad
de rotacion estd descrita por un vector w en la direccién del eje de rotacion. De tal forma
que para un punto p € K la velocidad estd dada por v = w X ¢, ésta se conoce como la
velocidad angular. La energia cinética de una particula ¢ de masa mes: T' = %m~ lwxq|*.
Las particulas del cuerpo describen circunferencias centradas en el eje de rotacién con una
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Figura 1.7: Descripcién del movimiento de K.

velocidad proporcional al radio de la circunferencia que describen. La energia cinética total
es la suma de las energias cinéticas de cada una de las particulas:

1
T = §Z:mj|w x q;.
J

Considerado como un sistema continuo, reemplazamos la suma por una integral sobre el
area que ocupa el cuerpo. El paso de las férmulas que contienen sumas sobre las particulas
discretas a las féormulas del cuerpo continuo se efectia sustituyendo las masas de las
particulas por la densidad de masa m : K — R e integrando para todo el volumen del
cuerpo:

T(w) =5 [ malw x aPda

Esta integral como una funcién del vector w es una forma cuadratica sobre V' correspon-
diente a la forma bilineal simétrica:

VWW%i/m@MwX%yX@@,

a saber, T'(w) = 57(w, w).

Ahora bien, si

(rxqyxq = det(z,q,yxq)
(z,q % (y xq))

entonces podemos describirla como:

v(z,y) = /m(qm,q X (y X q))dq

K

= <w,/m(Q)q x (y % q)dg).

Entonces v es la forma bilineal del endomorfismo autoadjunto

r-v-yv



CAPITULO 1. FORMAS BILINEALES 19

y*—>/m(q}-q><(y><Q)dq-

Este endomorfismo se conoce como el tensor de inercia del sélido rigido (para el pun-
to fijo 0 € V). Siempre se puede elegir un sistema de vectores ortonormales como en el
teorema espectral, con los cuales el tensor de inercia tiene forma diagonal. Donde los ejes
de coordenadas son los ejes principales del cuerpo y los tres valores propios correspon-
dientes I, I, I3 son los momentos principales de inercia.

Figura 1.8: K C R3

Para estas coordenadas, se tiene: T'(w) = 3(liw] + lwi + Isw3). Si la energfa cinética se
quiere constante, digamos si T'(w) = 5 se debe satisfacer la ecuacién:

N =

[1(&)% + IQ(JJ% + [3(JJ§ = 1.

Este es el llamado elipsoide de inercia del sélido rigido en el origen. El cual se obtiene
a partir de la esfera unitaria w} + w? + w? = 1 multiplicando por un factor \/I_J para
cada w;. La forma cuadrética es definida positiva, por lo tanto I; > 0 por ello podemos
tomar la raiz cuadrada. Este elipsoide permite visualizar las propiedades del tensor, es
decir, determina la posicion de los ejes principales, los valores propios de I', la funcion
T(w) y en consecuencia el momento del cuerpo al rotar. El elipsoide estd sujeto a una
restriccion mas: la suma de dos valores propios es mayor igual al tercero Iy 4+ I > I3. En
otras palabras, la terna (I3, I, I3) € R? de los tensores de inercia forman el cono K C R?
de coordenadas (x,y, 2) tales que z,y,2 >0y x+y > z,y+z>x,24+x>y.

1.5. Espacios unitarios

Definicién 1.46. Sea V' un espacio vectorial complejo. Una forma hermitiana en V
es una funcion:

v:VxV—=C

que satisface:

1. ’y(AU-'-/L’U,UJ) =A- y(u,w) + e 7(U7w>7
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2. v(u,v) = y(v,u)
para todo A\, u € C, u,v,w € V.

Por lo tanto, se tiene y(w, Mu + pv) = X - y(w, u) + i - y(w, v), es decir, v es lineal en la
primera variable y antilineal en la segunda.

La forma hermitiana canénica en C", es el producto interno usual dado por:

(2,9) = (z,y) =27 = ijyj (1.5.1)

En este caso, (1) es claro. Para verificar (2) observemos que: (z'y) = 7'y = y'%.
Observemos que y(v,v) = (v, v) por lo que v(v,v) es un nimero real para todo v € V.

Definicién 1.47. Una forma hermitiana v se dice definida positiva o producto in-
terno unitario si y(v,v) > 0 para todo 0 #v € V.

El producto interno usual en C" es definido positivo porque:
(v,2) =2'T = Za:jfj = Z |lz;|* > 0.
J J
Definicién 1.48. Un espacio unitario es un espacio vectorial complejo con un producto
interno unitario (-, -).
Ejemplo 1.49. C" con el producto interno usual es un espacio unitario.

Ejemplo 1.50. El espacio V = C°([0,1],C) de las funciones continuas f : [0,1] — C,
con el producto interno dado por

(f. ) = / oo

es un espacio unitario.
A continuacién procedemos de manera analoga al caso de los espacios euclidianos:
Definicién 1.51. Sea V' un espacio unitario. Si v,w € V definimos
1. La norma de v: |v] = \/(v,v).
2. Decimos que v y w son ortogonales si (v, w) = 0. En tal caso escribimos v_Lw.
Proposicién 1.52 (Desigualdad de Cauchy-Schwarzch).
[(u, v) < u] - |v]

y la igualdad se cumple si y solo si u y v son linealmente dependientes.
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\Y

Figura 1.9: Desigualdad de Cauchy-Schwarzch.

Demostracion. Sean u,v € V y u # 0 entonces existe una descomposicién v = « - u + w

v, U
Juf>

con (w,u) =0y a= por lo tanto |v]? = |a|*|u|? + |w|* > |a|?|u|?. En consecuencia

Jul - Jo] > Jaf - [ul” = |{v, u)].

Proposicién 1.53 (Desigualdad del triangulo).
lu+v| < |u] + |v].

Una base ortonormal de V' es una base (vy,...,v,) tal que para todo j,k = 1,...,n se
cumple:

(vj, V&) = dji-

Al igual que en el caso de los espacios euclidianos, se puede ver que todo espacio unitario
de dimension finita posee una base ortonormal, ya que dada una base arbitraria, siempre
se puede aplicar el proceso de Gram-Schmidt. Con respecto a una tal base ortonormal,
todo vector u € V tiene la siguiente expresion en coordenadas:

U= Z(u, vj) - v;

J

ya que al hacer el producto interno de la combinacion lineal u = A\jv; + ... + A\, v, con vy
se obtiene: (u,vg) = Ag.

Definicién 1.54. Una transformacion lineal entre espacios unitarios o : V-— W se dice
unitaria si

(a(v), a(w)w = (v,w)y Vov,weV.

Notemos que « es inyectiva porque si v # 0 entonces (a(v), a(v)) = (v,v) # 0. Por lo
tanto a(v) # 0. Més atun, si las dimensiones de los espacios son iguales, entonces « es
un isomorfismo. Por otro lado, la existencia de bases ortonormales implica que si V' es
un espacio unitario de dimensiéon n, entonces existe un isomorfismo unitario V' = C".
Durante el resto de esta seccidén, los automorfismos unitarios seran de especial interés
para nosotros.
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Definicién 1.55. El grupo unitario U(n) es el grupo de automorfismos unitarios de C"
y sus elementos son las matrices unitarias n X n. El subgrupo SU(n) de matrices unitarias
con determinante 1 se denomina el grupo especial unitario.

Observacion 1.56. Una matriz A n X n compleja se dice unitaria si y solo si:
A=At =AY

esto es, si las columnas de A forman una base ortonormal. Si este es el caso, entonces
las matrices A, A, A* también son unitarias y por lo tanto las filas de A también son
ortonormales y | det(A)| = 1.

Demostracion.

?g=(r,y) = (Az, Ay
(Ax)'(Ay)

< A'A=1 (poniendo = = e;,y = e;)
— [=1=A%A,

lo que muestra la primera afirmacién. Ahora, si A’A = I, entonces al transponer tenemos
A*A = I, de donde se sigue que (A)*A = I. Del mismo modo se tiene que I = AA* =
(Ah)*A*. En consecuencia A y A? son también unitarias. La ecuacion A*A = I indica que
la columnas forman una familia ortonormal. Finalmente

|det(A))2 = det(A) - det(A)

= det(A?) - det(A)
= det(A") - det(A)
= det(A"A)

= det(I)

= 1.

Ejemplo 1.57. En dimensiones bajas tenemos:
1. UQ1)={aeC"||a] =1} =S
2. SU(1) = {1}.

3smm={<g‘g)

Una matriz A € SU(2) esta entonces determinada univocamente por su primera columna,
la que a su vez es un vector arbitrario de norma 1 en C2. Por lo tanto, al pensar a la
3-esfera S® como un subconjunto de C* = R*, se tiene una biyeccion:

|W+MP=@-

S? — SU(2)
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(3) (0 %)

El grupo SU(2) también se conoce como el grupo de los cuaterniones o como Spin(3).
El conjunto de todas las matrices complejas 2 x 2 de la forma

(i %)

constituyen el espacio H de los cuaterniones. Asi, tenemos:

H={r-A|reR, AcSU2)} =R-SU(2).

Como espacio vectorial H = C? 6 H = R*, sin embargo H es también un 4lgebra sobre
R con la suma y multiplicacion de matrices y todo elemento B € H, con B # 0, tiene
inverso multiplicativo. A saber, si B=r-A, conr € Ry A € SU(2), entonces

B l'=r71A* = r72B*.

La multiplicaciéon en H no es conmutativa, sin embargo se cumplen todos los demas
axiomas de campo. Por lo tanto, los cuaterniones forman un anillo de divisién. El
algebra lineal (salvo la teoria de determinantes) se puede desarrollar también para anillos
de division, pero se debe distinguir bien entre multiplicar por la derecha y por la izquierda.
En el capitulo IV hablaremos mas al respecto.

Definicién 1.58. Sea V' un espacio unitario, un endomorfismo I' : V. — V se dice
hermitano o autodjunto, si la funcion:

v:VxV—=C
(v,w) = (v, Tw).
es una forma hermitiana, es decir, si y solo si (v,['w) = (I'v,w) para todo v,w € V.

Si (vi,....,v,) es una base ortonormal de V' y G = (gji) es la matriz de I', entonces
Iy, = Zgjkvj. Por lo tanto:
J

(v, Tog) = E Gir(Vs; Vj) = G

FUS, Uk E gjs vy, Uk = Gks-

En consecuencia G* = G, es decir GG es una matriz hermitiana.
Teorema 1.59 (Teorema espectral).

1. Seal' : V — V un endomorfismo autoadjunto de un espacio unitario V de dimension
finita. Entonces los valores propios de I' son reales y V' posee una base ortonormal
de vectores propios.
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2. 8t G una matriz n X n compleja hermitiana, entonces existe una matriz unitaria
T € U(n) tal que T~ *GT es una matriz diagonal real.

Procederemos como en el caso real.
Observacion 1.60. Los valores propios de I' son reales.

Demostracion. En efecto, si ['v = Av con v # 0, entonces

A (v, vy = (v, v)

T
=3
o S
S

Por lo tanto A = A € R. O
Observacién 1.61. Si U C V' es un subespacio y I'(U) C U, entonces
Ut c U+
Demostracion. Si v € UL, entonces (v,u) = 0 para todo u € U. Por lo tanto
(Tv,u) = (v,Tu) =0 Yuel,
en consecuencia I'v € U+, O

Para concluir la demostracion del teorema espectral solo resta mostrar que I' posee al
menos un valor propio, es decir, que el polinomio caracteristico de I' posee al menos una
raiz. Pero esto se sigue del teorema fundamental del dlgebra. Al igual que en el caso real:

Corolario 1.62. Si I' es un operador autoadjunto en un espacio unitario de dimension
finita, entonces:

LA T [l= méx{[C ()] | o] = 1}
2. | T

6 — || T || es un valor propio de T.

Demostracion. Por el teorema espectral sabemos que existe una base ortonormal de vec-
tores propios, (vy,...,v,) con respecto a la cual I' tiene una representacién como matriz
diagonal:

M
I —
An
Afirmamos que || I' [|= max{|)\;| | j = 1,...,n}. En efecto, si v = (z1,...,2,) ¥ |v| = 1,
entonces | T'(v) ||=|| Mlz1* 4+ . + Aalzal?® | < max |[Nj|(|21]> + .. + |za]?) = méx ||

Luego ||I'(v)|| < méax{|\;|}. Por otro lado, notemos que para todo j =1,...,n:
Al = T (w;)| < [T

de donde se sigue que max|\;| < ||[I'||. En consecuencia la afirmacién implica inciso
(2). O
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Proposicién 1.63. Las formas hermitianas sobre C" satisfacen:
(z,y) =2'Gy, G=G*
y la forma es definida positiva si y solo si G = T*T para alguna T € GL(n,C).

Demostracion. SiT es la transformacién de una base ortonormal tras la ortogonalizacion
de Gram - Schmidt, entonces

#'Gy = (Tx)"(Ty) = «(T'T)y,
por lo tanto G = T*T = T* T para toda T € GL(n,C) ]

Se puede deducir facilmente el teorema espectral real a partir del complejo: si G es una
matriz real simétrica, entonces G es una matriz hermitiana cuyos coeficientes son todos
reales. Se sigue del teorema espectral complejo que el polinomio caracteristico de G tiene
raices reales puras. Dicho de otra manera: Si V' es un espacio unitario, entonces V' es
ciertamente un espacio vectorial real por la inclusién R C C y también por que la métrica

(v,w)r := Re(v,w)c, (1.5.2)

por la derecha es unitaria y por la izquiera es un producto interno euclidiano. Es claro
que es una métrica real, bilineal y definida positiva. Entonces de acuerdo al teorema
espectral real, existe una base ortonormal de vectores propios reales correspondientes a
valores propios de G. Sin embargo como los espacios propios son subespacios complejos y
son espacios propios con distintos valores propios ortogonales, es facil encontrar la base
ortonormal compleja buscada de vectores propios de G.
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Capitulo 2

Superficies cuadricas

2.1. Superficies de segundo orden

Consideremos un campo K de caracteristica distinta de dos, es decir 1 +1 # 0 en K
y f: K™ — K una funcién cuadrética:

flz) = Z GijTiTj + 2 Z a;r; +b=: 2'Gr + 2a'x + b. (2.1.1)
— -

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que G es una matriz simétrica.

Definicién 2.1. El conjunto M = {x € K" | f(z) = 0} determinado por f se denomina
cuddrica afin o superficie de segundo orden.

Definicién 2.2. Un punto x € M para el cual 2'G +a' # 0 se denomina punto regular
o suave, a los puntos que no sean requlares les llamaremos puntos singulares.

regular

singular

Figura 2.1: Puntos en una superficie.

Ejemplo 2.3.

1. Sia =0y b # 0 entonces solo existen puntos requlares. En particular la esfera
S C R" tiene ecuacién x'Ix — 1 =0 y no tiene puntos singulares.

2. El cono |z|* — 2 = 0 en R3, tiene al punto x = 0 como punto singular.

27
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Tp Sn—l

Figura 2.2: Hiperplano afin y espacio tangente en p € S"~1.

Definicién 2.4. Sea p € M un punto regular. Se define el espacio tangente a M en el
punto p como el hiperplano afin H, = {z | p"Gx +a'p+ a'x +b = 0} y el espacio vectorial
asociado T,M = {x | p"Gx + a'x = 0} se conoce como el espacio vectorial tangente
de M en el punto p.

Ejemplo 2.5. i M = S" ' ={z € R" | (x,2) — 1 = 0} entonces:

Hy={z|(p,x) —1=0} y T,8"" ={x|(px)=0}

La definicién de H, y T,M se justifica como sigue: sean p,p + h € M. Entonces p'Gp +
2a'p+b=0y (p+h)'G(p+h) +2a'(p+ h) + b =0, restando ambas ecuaciones se ticne:
p'Gh + hGp + h'Gh + 2a*h = 0.

v® pth

Figura 2.3

Pongamos v(h) = 2(p'G + a') + h'G de modo que v(h) - h = 0. Pensando a v(h) como
vector columna tenemos (v(h),h) = 0 es decir, h estd en el complemento ortogonal del
vector v(h). Tomando el limite cuando A — 0, obtenemos un vector ortogonal al espacio
tangente afin H,

v(0) =2(p'G +a').

Por lo tanto el espacio vectorial tangente 7, M consiste de todos los vectores ortogonales
a v(0). Finalmente la ecuacién para H, se obtiene observando que H, = p+ T,M, porque
p € H,. La ecuacién de H, es facil de recordar, sustitufmos en el término cuadratico z'Gx
de la ecuacién (2.1.1) el primer factor & por p y en el término lineal a'z + a’z, en un
sumando sustituimos x por p.
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Ahora nos preguntamos, ; Como se ve una superficie de segundo orden?. Asumiremos que
K = R, sin embargo los calculos son similares para cualquier campo de caracteristica
distinta de 2. Una pregunta natural es, ;como se ve M C R™ bajo un movimiento rigido?.
Esto es, una funcién de la forma:

R™ — R"
x— Ax +v

donde A € O(n) y v € R™. Si componemos una transformacién ortogonal T} : x — Tix
que diagonalice a x'Gx, obtenemos:

k
fTi(x) = Naf +2(a,z) +b
=1

con \; # 0 para i = 1,..., k. (Obviamente con nuevas constantes a,b). Si ponemos ahora
Tox = x + d se obtiene:

k k

i=1 i=1 i=k+1

(de nuevo con una nueva constante b) y podemos escoger d de tal modo que a; + \;d; = 0
para i =1, ..., k, puesto que \; # 0. Asi tenemos:

k n
i=1

i=k+1

Caso 1: Si en la ultima ecuacién se tiene a1 = ... = a, = 0 podemos multiplicar por
una constante distinta de cero para obtener una ecuacién de la forma(con nuevas \;):

dhaf=0 6 P haP=1

Caso 2: Consideremos L(ex1, ..., €,) €l espacio generado por la n — k componente de un
miiltiplo del primer vector (0, ...,0, agy1, ..., a,)" como una base ortonormal. Entonces la
expresion anterior se transforma en:

k
Z )\ix? + 2cx1 +d = 0.

=1

Si sustituimos xp,1 por Tgpi1 — 2% y dividimos por —c:

k
iz = 2
by T k+1-
i=1

Resumiendo, tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 2.6. Bajo un movimiento rigido de R™, la ecuacion (2.1.1) multiplicada por
un factor distinto de cero se transforma en alguna de la expresiones:

k k

k
=1

i=1 =1

con k > 0. En particular bajo un movimiento rigido, la cuddrica M = {x | f(x) = 0} se
convierte en cualquiera de las expresiones anteriores.

Si ponemos x; — /| \;|z; las ecuaciones anteriores se transforman en:
’x‘Z - ’y‘Q =0,
jz? = Jy* = 1, (2.1.2)
|z* = |y|* = 22.

conz € R" y € R* z € R. Se tiene la componente \; positiva para el vector x y negativa
para el vector y. La funcién no depende de las variables en (2.1.2), si M es el conjunto de
ceros y conocemos M N R entonces

M= (MNR"™%) x R""*,
Consideremos los resultados que figuran en el plano R?, los casos degenerados:
1. 0=16 —|y|* =1, el conjunto vacio.
2. |z|? = 0, el punto.
3. 2=06 22 =0, la recta.
4. 0 =0, el plano
De acuerdo a este modelo, se pueden obtener todos los espacios afin de dimensién mayor.

La ecuacién 22 = 1 define dos rectas paralelas x = £1.

x?=1 x2-y2=0

Figura 2.4: Rectas.

La ecuacién 22 — y*> = (z 4+ y)(x — y) = 0 define dos rectas que se cruzan y = +z.
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Figura 2.5: Hipérbola.

Conocemos la grafica de la hipérbola y = % con ejes y = 0, x = 0, por lo tanto si sustitui-
mos (z+y) paray y (x —y) para x, obtenemos la hipérbola (z+y)(z —y) = 22 —y* =1
con asintota y = +ux.

La ecuacién |z|?> = 1, z € R? describe un circulo. Si aplicamos la transformacién
Ty — )\l’l
To F—r U2

2 2
obtenemos la elipse % + “Z—; = 1. En el siguiente dibujo los ejes coordenados son los ejes

principales y 2a, 2b son las longitudes de los ejes mayor y menor.

N |

a

Figura 2.6: Elipse.

La parabola tiene como ecuacién: 2z = x2.

En dimensiones mds altas, en las ecuaciones (2.1.2), consideremos la norma de z, de y
6 ambas seguin corresponda. Esto significa que el conjunto M se forma a partir de una de
las curvas planas por la rotacién del espacio de coordenadas (ponemos |z| en lugar de x).
Por ejemplo, la ecuacién |z|> = 1 en R? con coordenadas xy,xs,y, corresponde a la
ecuacién 2 = 1. El conjunto correspondiente surge de las dos rectas por rotacién del eje
y: la ecuacién |z|? = 1 corresponde al cilindro S x R.

Del mismo modo, a partir de las dos rectas 2% — > = 0 obtenemos el cono, con ecuacién
7> —y* = 0.
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Figura 2.7: Gréfica de la pardbola z = 2.

(a) Cilindro |z|?> = 1. (b) Cono |z|?> — y? = 0.

Figura 2.8: Rotaciéon de las rectas.

A partir de la ecuacién de la pardbola z = x2, se obtiene la ecuacién z = |z|* y se denomi-

boloide d lucion. L de nivel de la funcién z = |z|? estdn dad
na paraboloide de revolucion. Las curvas de nivel de la funcién z = |z|* estan dadas
por la ecuacién z = c. Tales curvas forman un sistema concéntrico de circulos.

En el caso de la ecuacién de la hipérbola z? — y? = 1, hay dos tipos de superficies en R3,
dependiendo de si se utliliza la norma del vector z 6 y: |z|*> — y? = 1, es el hiperboloide
de una hoja como resultado de la rotacién del eje y. Y 22 — |y|? = 1 es el hiperboloide
de dos hojas resultado de la rotacion del eje x.

La ecuacién |z|?> = 1 € R? describe una esfera y como antes, al aplicar la transformacién

Xy

()
o

(a) Paraboloide (b) Hiperboloides
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Figura 2.9: Esfera y elipsoide.

xj %, obtenemos la familia de elipsoides.

Figura 2.10: Superficie silla de montar y sus curvas de nivel.

Existe también en R? una nueva ecuacién: z = 22 — y? es la superficie denominada silla
de montar.

Figura 2.11: Familia de superficies.

Por tltimo tenemos las superficies menos notables: dos planos 22 = 1, el cilindro sobre
otras curvas de subespacios afines y el conjunto vacio. Finalmente la figura (2.11) muestra
la familia de las superficies |x|?> — 3? = ¢, con ¢ € R: el hiperboloide de una hoja ¢ > 0,
sobre el cono ¢ = 0 y el hiperboloide de dos hojas ¢ < 0.
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2.2. Secciones conicas y superficies regladas.

Consideremos el campo de los niimeros reales R. A las curvas de nivel de segundo orden
también se les conoce como secciones cénicas, como veremos a continuacion.

Definicién 2.7. Se denomina parabola al lugar geométrico de los puntos del plano que
distan de un punto fijo F' llamado foco y de una recta fija L llamada directriz.

Rayo de luz

1/4a

1/4a Q

Figura 2.12: Rayo de luz en una parébola.

Proposicién 2.8. La forma normal de la pardbola estd dada por la ecuacién y = ax?.

Con foco F' = (0

€
4a

) y la directriz es el polar de los focos y = —t.

En efecto, si p = (z) entonces la distancia al punto focal es (2% + (y — t)Q)% y la distancia
a la directriz es y + 1. Haciendo y = az?, obtenemos (az? + -)? = 2% 4 (az? — ). El
vector v = (p—F)+ (p— Q) =2p+ F — @ estd en direccién del dngulo bisector FpQ y

o) () ()
= (o) =#(an)

Pero la pardbola tiene pendiente 2ax en p é en nuestro lenguaje: (Qix) se encuentra en
el espacio tangente en p a la pardbola, dicho bisector es tangente a la pardbola en p.
La figura nos muestra que los rayos de luz que chocan paralelos al eje de la pardbola se

reflejan en el punto focal.

Definicién 2.9. Se denomina elipse al lugar geométrico de los puntos del plano cuya
suma de distancia a otros dos fijos llamados focos es constante.
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-b

Figura 2.13: Elipse.

Proposicion 2.10. La forma normal de la elipse estd dada por la ecuacion 2—; g—j =1

con a > b. 2a es la longitud del eje mayor, 2e = 2v/a? — b? es la excentricidad y los

puntos
—e€ e
a-(y) 2=

La tangente en el punto p = (py, p2)" satisface la ecuacién

son los focos.

pixr P2y
@ e b

p1/a?
p2/b?
elipse se calcula como la suma de las distancias de un punto p = (z) a los focos cuya

constante es 2a, por lo tanto

Los vectores tangentes son ortogonales al vector ( ) De acuerdo a la definicién, la

(w+e)?+1y2)t =20 — ((x —e)? +y?)3

en consecuencia 1
a((x—e)’+y)z =a’*—ex

y dividiendo por a?(a® — €?) obtenemos:

LUQ 2

=1
a?  a? —e?

donde b? = a? — €%

De la figura (2.13), observamos que un rayo que pasa sobre la elipse en un punto p al
foco Fi se refleja hasta el otro foco Fy en otras palabras, la bisectriz del angulo FipF; es
perpendicular a la tangente de la elipse en el punto p.

Definicién 2.11. Se denomina hipérbola al lugar geométrico de los puntos del plano
cuya diferencia de las distancias a otros dos fijos llamados focos, es constante.
Proposicion 2.12. La ecuacion de la hipérbola en su forma normal es 2—3 — Z—i =1, la
excentricidad es 2e = 2v/a? + b?, los focos estin en F} = (_06), Fy = (g)
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Figura 2.14: Hipérbola.
De manera andloga a la elipse, se muestra que la hipérbola es el lugar geométrico cuya
diferencia de las distancias a los focos es la constante +2a.

Definicién 2.13. Una superficie reglada es una superficie S que para cada punto p en la
superficie existe una linea contenida en S.

Figura 2.15: Superficies regladas.

Ejemplo 2.14.
1. El cilindro.
2. El cono como union de lineas que pasan por el origen.
3. El hiperboldide y la silla de montar.

Son ejemplos de superficies regladas.

Nétese que el hipérboloide es tinico, dada la ecuacién |z|>—y? = 1 entonces 22 —y? = 1—12
de tal manera que:
(1 —y)(z1 +y) = (1 —22)(1 + 22)

y contiene a las rectas
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1 —Yy=1—129, r1+y=1+x

Ty —y =1+ mo, r1+y=1-—1x

Cada una de estas rectas se obtiene por rotacién del eje y.

En el caso de la silla de montar tenemos: z = 22 — y*> = (z +y)(x — y), con las ecuaciones
de las rectas

r+y=a, alr —y) =z

r—y=a, alx+y) ==z

Se entendera mejor en la siguiente seccion.

2.3. El espacio proyectivo

La geometria proyectiva surge como una solucion a los problemas de perspectiva que
aparecen al tratar de representar en un plano objetos del espacio. Esta geometria estudia
las propiedades de las figuras que se conservan por proyeccién. Como veremos mas ade-
lante, en geometria proyectiva no sélo no hay nocién de distancia como en la geometria
euclidiana, sino que tampoco hay nocién de paralelismo como en la geometria afin. Sélo
la colinealidad y la incidencia son tipicamente proyectivas. Es la geometria asociada al
modo en que el ojo humano percibe el mundo.

Figura 2.16: Modelo geométrico de como el ojo humano percibe el mundo.

Supongamos que el ojo es el origen en R?, de modo que los rayos de luz que llegan a
él son rectas que pasan por el origen. Supongamos que estamos mirando un paisaje plano
T, las vias de un tren por ejemplo. Los objetos que viven en T" quedan representados en
el plano T" por medio del punto de corte de la recta correspondiente con 7”. Dos rectas
perpendiculares a L = T'NT" parecen cortarse en cierto punto p, el cual no corresponde a
ningin punto de 7. En teoria de perspectiva a este punto le denominan punto evanescente



38 2.3. EL ESPACIO PROYECTIVO

que es algo como un punto en el infinito que nuestro ojo anade a T por su forma de
percibir la realidad. Obviamente todos los puntos de la recta paralela a L que pasan por p
son de este tipo. Por otra parte, las traviesas de la via se ven en 7" como segmentes cada
vez mas pequenos, de tal manera que la proyeccién a T” no conserva ni el paralelismo ni
las distancias.

Definicién 2.15. Sea V' un espacio vectorial sobre K. El espacio proyectivo P(V)
es el conjunto de rectas p C V' que pasan por el origen. Sus elementos se denominan
puntos. Si dimV = n entonces dim P(V) :=n—1. Si U C V es un subespacio entonces
P(U) C P(V) es un subespacio proyectivo.

Sipe P(V)ywv &€ p,v+#0 entonces la recta p consiste de todos los multiplos del vector
v, lo cual denotaremos por p = [v]. En consecuencia [v] = [A-v| para toda 0 # X € Ky
el espacio proyectivo se puede describir como:

P(V) = (V\ {0})/K" (2.3.1)

Los elementos de P(V') son clases de equivalencia de vectores v # 0 en V' bajo la relacién
de equivalencia v ~ \v para A € K*. Si V = K" y o = (x¢,...,x,), * # 0 visto como
vector fila, escribimos

[z] = [z, ..., 7] € P(K"T) = KP"

donde las z; se conocen como las coordenadas homogéneas. Nétese que estdn determi-
nadas salvo un factor escalar. También se suele escribir [x] = [zg : 21 : ... : x,]. Ahora se
puede interpretar ciertos conceptos de la teoria de espacios vectoriales con los conceptos
de geometria proyectiva.

Una recta proyectiva es un espacio proyectivo de dimensién uno, un hiperplano pro-
yectivo H C P(V') es un subespacio proyectivo de codimensién 1 es decir, de dimensién
dim P(V') — 1.

K.a
a+U

A V=Kol

atu

) u

Figura 2.17: El espacio afin depende de la eleccién de un punto.

Fijemos ahora un hiperplano U C V' y con ello un hiperplano proyectivo H = P(U) C
P(V), que llamaremos el hiperplano al infinito. Sea A = P(V)\ H yseaa € V\ U
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fijo. Entonces V = K -a@® U y A consiste de todos los puntos [ka,u] con £ # 0. Como
[ka,u] = [a, 2u] para k # 0, obtenemos las biyecciones:

U—=sa+U— A

u—a+u — fa+ul

En otras palabras, A se ha identificado con el espacio afin asociado al espacio vectorial
U. Luego el espacio proyectivo P(V') puede verse como la unién disjunta del espacio afin
A y el hiperplano al infinito H.

Por otro lado, si partimos de un espacio vectorial U y quisieramos realizarlo como el
espacio afin de un espacio proyectivo, ponemos V = K x U y tomemos H = P(U) como
el hiperplano al infinito y a = (1,0). Entonces tenemos la biyeccion:

U— A

u— [1,u].

La descomposicién de P(V') como unién del espacio afin A y el hiperplano al infinito se
sigue de la descomposicion:

KxU-=V
(K, u) — K+ u.

Queremos mantener esta descomposicién y comparar la geometria en U 6 mejor ain, la
de 1 x U con P(V) = P(K x U). Escribimos U para 0 x U C K x U. Ademas, se puede
probar que hay una biyeccién

{subespacios afin de dim = k de 1 x U} <+ {subespacios proyectivos de dim = k de
P(K x U) que no estén en P(U)}

de la siguiente manera: si P(WW) C P(V) y que no estd contenido en P(U) entonces
W N (1xU) es el subespacio afin asociado de 1 x U.

Wn(U)=p+L

L=WnU

V= ny\ W
___—=0 U

Figura 2.18: Subespacio afin asociado W N (1 x U).

En efecto, si W ¢ U = 0x U entonces W contiene un punto p con la primer componente 1,
por lo tanto p € 1 x U y entonces 1 x U = px U, por lo tanto WN(1xU) = WnN(p+U) =
p+(WnNU)ydim(WnNU) =dim(W) =1 porque W+ U = V.

Reciprocamente, si p + L es un subespacio afin de dimensién k en 1 x U con un espacio
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vectorial asociado L, entonces W = K - p + L es el subespacio de dimensién dim(L) + 1
de V, porque L C U y p ¢ U. Esto nos proporciona el mapeo p + L — P(W).

Para contestar preguntas sobre el espacio proyectivo, a veces es mejor hacer célculos
en el espacio afin. Por ejemplo: tres puntos p,q,z € U son colineales si y sélo si los
tres puntos (1,p), (1,q), (1, z) estdn en un subespacio afin de 1 x U de dimensién 1 siy
sélo si [1,p],[1,q],[1,2] € P(K x U) estan en un subespacio proyectivo de dimensién 1.
Esto sucede si y sélo si los correspondientes vectores (1,p), (1,¢), (1,x) son linealmente
dependientes.

Observacién 2.16. La ecuacion de la recta que pasa por dos puntos distintos p,q € K?

es
1 r1 X2
det 1 P1 P2 =0.
I &1 @

Definicién 2.17. Una k—tupla de puntos [v1], ..., [vg] de P(V') se dice independiente o
en posicion general cuando los vectores vy, ...,v, en V' son linealmente independientes.

Lo anterior nos dice que los puntos no estan en un subespacio proyectivo de dimensién me-
nor que k— 1. En consecuencia, determinan a un tinico subespacio P(L(vy, ...,v;)) C P(V)
en el que estdn contenidos y se dice que generan este subespacio. Por ejemplo, puntos en
posicion general generan un plano. Una tupla de puntos que estan sobre una recta se dicen
colineales. Ahora ilustremos en dimensiones bajas el espacio proyectivo real y complejo.

Notemos que se tiene una proyeccién candnica:
m:S" — RP"
v v,

y que todo punto en RP™ tiene dos pre imagenes v, —v € S™, ya que toda recta que pasa
por el origen en R™™! intersecta a S™ en dos puntos antipodales. De esta manera se puede
visualizar a RP™ como el conjunto de pares no ordenados de puntos antipodales {v, —v}
de la esfera S™, es decir: RP"™ se obtiene a partir de S™ por identificacién de puntos anti-
podales.

Figura 2.19: Puntos antipodales de la esfera S™.

Esta descripcién de RP™ es titil sobre todo en dimensiones altas. Por ejemplo K P° el
espacio de rectas en K consta de un solo punto y no hay nada que describir. En el espacio
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K P! el hiperplano al infinito es un solo punto co y por tanto K P! = K U{oco}. Vamos a
ilustrarlo para K =R y C:

—11/2

1XR

Figura 2.20: Proyeccion estereografica.

Consideremos una esfera de dimensién 1 6 2 en R x K de radio 1/2 y centro (1/2,0).
Toda recta que pasa por el origen en R? intersecta al circulo en exactamente un punto.
Los puntos distintos de 0 del circulo corresponden biyectivamente a puntos afines en 1 xR,
el punto oo corresponde al polo norte.

Ademds, una recta compleja |21, 23] con z; # 0 contiene los puntos A(|z1]?,Z129) con A € R
cuya primer componente es real, asi las rectas complejas que pasa por el origen en C? se
corresponden biyectivamente a las rectas reales que pasan por el origen en R x C, siempre
que toda primer componente del vector que define a cada recta no desaparezca. Ahora
justo como la recta real antes mencionada, se corresponde biyectivamente los puntos de
interseccién de la esfera, con la excepcién del polo norte 0 por lo cual se anade el punto
al infinito, por lo tanto se tiene

RP' =St CP!'=52% (2.3.2)

A CP! se le conoce como la esfera de Riemann.

El espacio RP? se obtiene por la identificacién de puntos antipodales en S2. Los puntos en
el hemisferio norte {z | x3 > 0} tienen un asociado en el hemisferio sur {zx € S? | z3 < 0},
los puntos antipodales del ecuador {(z1,z2,0) | |z| = 1} se identifican.

Gracias a tal unién surge la banda C que es una banda de Mobius, en el borde de un
circulo que tiene circunferencia A U B, localmente se ve como R2.

Similarmente CP! = S? se obtiene de la esfera S* = {z € C? | |z| = 1}. Cada punto
[2] € CP! tiene por lo menos un representante z € S* C C2. La funcién:

.8 = §*=CP,
z = [2].

se denomina fibracion de Hopf, tal funcién es sobreyectiva y la imagen inversa de un
punto p = [z] € CP! es el conjunto {\-z | A € C,|\| = 1}. El cual es un circulo, si la
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Figura 2.21: RP? = Disco U banda de Mobius.

imagen inversa de p corresponde a un punto z, existe una funcién biyectiva y continua:
St — 7 Hp}
A Az

Podriamos creer que existe una biyeccién continua entre S' x S? — S3 pero esto es falso.
La eleccién de z € [z] no puede hacerse de manera continua. La esfera S™ no puede ser
producto de dos espacios A x B a menos que uno de ellos sea un punto y el otro una
esfera.

2.4. Ecuaciones homogéneas.

Una ecuacién de la forma f(z) = 1+ xo + 22?2 + ... = 0 tiene sentido en K™ sin
embargo no tiene sentido en el espacio proyectivo K P" como una ecuacion en coordenadas
homogéneas de un punto [z, ..., z,], porque para A # 1, f(Azx) = 0 es una ecuacién muy
diferente de f(x) = 0 y las coordenadas homogéneas estén definidas salvo un factor en
comun.

Definicién 2.18. Una cuadrica proyectiva se define como el conjunto

N = {[o] | 7(v) = 0,0 # 0} € P(V),

y el tangente proyectivo es el conjunto {[z] | v(v,z) = 0,z # 0} para [v] € N. La
dimension de la cuddrica es dim(P(V) — 1).

Aqui v es una forma bilineal simétrica, no degenerada.

Definicién 2.19. Una transformacion f : V. — W entre espacios vectoriales sobre un
campo K se dice homogénea de grado £k si

fO-0) =28 f(v)
para todo A € K.

Qn

Por ejemplo, x +— x5° - ... - % es homogénea de grado ag + ... + a,,. Una transformacién
homogénea (de cualquier grado) f : V' — W tiene como conjunto de ceros

M={reV|f@ =0}
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un cono, que es la unién de rectas que pasan por el origen ya que f(z) = 0 si y sélo si
f(Ax) = Nef(x) = 0 para toda XA # 0. El cono en V con vértice en el origen, se puede
escribir como una unién (posiblemente infinita) de rectas que pasan por el origen, asi que
es un subconjunto de P(V'). Las ecuaciones homogéneas f : V' — W definen entonces el
conjunto de ceros:

M(f) = {lz] € P(V) | f(x) =0} C P(V)

De tal manera que la propiedad de que f sea cero o no, depende solamente de la clase de
equivalencia del punto. Ahora bien, si tenemos ecuaciones no homogéneas

A-x—b=0, 2'Gr+2dz+b=0 (2.4.1)

para puntos x en un espacio vectorial U. Estas ecuaciones se pueden llevar a ecuaciones
homogénas de la siguiente manera: realizamos el espacio K x U cuyos puntos se indican
mediante las coordenadas (y,z) y sustituimos en la ecuacién (2.4.1) para llevarlas a su
forma correspondiente homogénea o ecuacion proyectiva asociada:

Ax—b-y=0, 2'Gr+2dv-y+b-y*=0. (2.4.2)
El método es andlogo para grados mayores. En la parte afin
1xUcCPV)

(1,u) — [1,ul

las ecuaciones vuelven a las originales (2.4.1) de tal forma que, si f = 0 es una ecuacién
de la forma (2.4.2) entonces M (f) N (1 x U) es el espacio de ceros de la ecuacién (2.4.1)
correspondiente.

Como sabemos, la ecuacién no homogénea Axr — b = 0 en U es un conjunto solucién de
un espacio afin para el espacio vectorial ker(A), o es vacia y asi la ecuacién proyectiva
Ax — by = 0 tiene como conjunto soluciéon un subespacio proyectivo cuyo espacio vectorial
asociado es el nicleo de la transformacion

Qo)

Si la ecuacién no homogénea tiene solucion tnica v entonces la ecuacién homogénea tiene
la solucién (0, ker(A))@ K (1, v). Sino tiene una solucién, entonces la solucién es (0, ker(A))
de la ecuacion homogénea en el hiperplano al infinito.

En geometria proyectiva, las superficies de segundo orden se describen por una forma
cuadratica y su clasificacion se reduce a clasificar las formas cuadraticas de transforma-
ciones lineales salvo un factor. Recordando el teorema 1.43 (de Sylvester) donde tratamos
el indice o signatura de la forma cuadrética; para K = C el rango de la forma bilineal
asociada es invariante y para K = R el rango y el indice son invariantes, es decir, en estos
casos las cuddricas son equivalentes. En consecuencia, solo existe la ecuacion:

jz|* = [y* = 0.
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Por ejemplo en R? tenemos rango 3 y sélo existe un tipo de cuddrica no degenerada
2* =y*, zeR?

que es el cono. Las imégenes afines se forman mediante la interseccién de la transforma-
cién lineal del cono con el hiperplano 1 x R2.

O D

Elipse Parabola Hipérbola

H H H

Figura 2.22: Secciones cénicas.

De ahi el nombre de seccién cénica. La curva proyectiva completa |z|> — y? = 0 es una
elipse y dependiendo de como ésta elipse estd a cierta distancia de la recta H (la toca o
no) surge la parte afin R? = RP?\ H: la elipse, pardbola e hipérbola. Este no es necesario
calcular, sélo se tiene que escoger uno de ellos y familiarizarse con curvas afin de segundo
orden, de modo que hay que cuestionar su forma.

Inclusive las rectas de la superficie silla de montar y el hiperboloide de una hoja pueden
ser mas claras en geometria proyectiva. La inmersién de Segre es utilizada en geometria
proyectiva para considerar el producto cartesiano de dos espacios proyectivos como una
variedad proyectiva. En particular tenemos:

s: KP'x KP' - KP?

([z],lv]) =  [%oYo, Toy1, T1Y0, T1y1] = [S0, S1, S2, S3).

Teorema 2.20. La inmersion de Segre en este caso es inyectiva y su imagen es la cuddrica
proyectiva M con ecuacion SoS3 — $159 = 0.

Demostracion. Si [z] # [2'] y y; # 0, entonces (zoy;, 71y;) no es miiltiplo de (zgy;, ¥1y))
por lo tanto s([z], [y]) # s([2'], [v/]). Andlogamente para [y] # [¢/]. Esto muestra que s es
inyectiva. Para mostrar que es cierto que los puntos en la imagen cumplen que sps3 =
ToYoZ1Y1 = S1S2. Si todo punto de la cuadrica M estd en la imagen de s, distinguimos los
siguientes casos:

1. sp = s1 = 0. Hacemos = = (0,1),y = (s2, 3).
2. sop = s2 = 0. Hacemos x = (s1, s3),y = (0,1).

3. 5o # 0, sin pérdida de generalidad sea sy = 1. Hacemos = = (1, s2),y = (1, s1).
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En el producto K P! x K P! podemos ver dos rectas que se intersectan: pasan por el punto
(p, q) a través de la recta p x K P! y K P! x ¢ y también las imdgenes de estas rectas bajo
s son rectas.

En el caso de las superficies regladas afines M es como sigue: si sustituimos s = u—v, s3 =
u+v,s1 = w y consideramos la parte afin de sy = 1 entonces tenemos la superficie silla
de montar:

Si sustituimos sg = u — v, s3 =u+v,8; = w —t, 59 = w +t y consideramos la parte afin
t = 1, entonces obtenemos el hiperboloide:

u+w? — v =1,

Ambas superficies regladas son la parte afin de la misma superficie reglada proyectiva
M = KP' x KP'. Tenemos una buena imagen de K P! = K U {oo} en el caso del campo
real y en el caso complejo: RP! = St y CP! = S?. En consecuencia RP! x RPt = St x S1
es el toro y CP! x CP! = §% x §2.

Figura 2.23: RP! x RPL.

2.5. Tipo topolégico de las cuadricas

Nuestra intuicién inmediata no es suficiente para conocer a las cuadricas en dimen-
siones superiores. Sin embargo, se puede entender a las cuadricas a partir de espacios
mas simples. Asumiremos que se conoce lo que es un espacio topolédgico y lo que es un
homeomorfismo f : X — Y entre espacios topologicos: una funciéon continua f : X — Y
con inversa f~! : Y — X continua. Si un homeomorfismo existe, decimos que los espa-
cios son homeomorfos y escribimos X ~ Y. Nuestra intencién es describir cuadricas salvo
homeomorfismos. Los homeomorfismos presentan féormulas bastante explicitas, ellos son
diferenciales, analiticos. Por lo que no se necesita gran cantidad de conceptos para nuestro
propdsito. Empezemos con las cuddricas afines reales.

Denotemos por (z,y) un punto en R” xR™ = R"™ y a (z,y, z) un punto en R" XR™ xR =
R™*m+1 En la primera seccién de este capitulo vimos que para las transformaciones afines
existen tres tipos de ecuaciones cuadricas: supondremos que la forma cuadratica tiene
rango maximo:

jzf* = [y = =
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|z = |y> =1
|2 = |y[* =0

Sean Q(n,m, z), Q(n,m, 1), Q(n,m,0) las cuddricas asociadas, de tal manera que los con-
juntos solucién de tales ecuaciones estdn en R**™+1 § R Entonces tenemos:

Q(n,m,z) ~ R"™ (2.5.1)

En efecto, Q(n,m, z) es la gréﬁca de la funcién z(z,y). El homeomorfismo esta dado por:
(z,y,2) = (2,y) e inversa (v,y) — (v y,\xl2 ly[?).

-

g

2

Figura 2.24: K(n,m) = Q(n,m,0) N Sy+tm-1,

Q(n,m,1) =~ S" 1 x R™, (2.5.2)
En efecto, si 7(y) := /1 + |y|2, entonces S ! x R™ — Q(n,m, 1), (&,y) — (r(y)-&,y) es

un homeomorfismo cuya inversa es (x,y) — (r(y)~* - x,y).

La tercera ecuacién |z|* = |y|? es homogénea, la cuadrica es por lo tanto un cono en R™+",
mas precisamente:
Si Syt™~1 es la esfera de radio 2 en R™*™ con centro en el origen y
_ n+m—1
K(n,m) = Q(n,m,0)N Sy :

Entonces Q(n,m,0) es la unién de los rayos que pasan por el origen a través de K (n,m),
entonces decimos que: Q(n,m,0) es el cono sobre K(n,m). Por lo tanto es suficiente
describir a K(n,m).

K(n,m) = Q(n,m,0) N Sytm=t = gn=1 x gm-1, (2.5.3)

El producto de esferas estd en R™ x R™ = R"t™,

En efecto, K(n,m) es el conjunto de puntos que satisfacen las ecuaciones: |z|> = |y|?,
|22 + |y|*> = 2. Es decir |z]? = 1, |y|> = 1 y definen la S" x S™! esfera. En el caso
complejo, las ecuaciones (2.1.2) corresponden a los siguientes 3 tipos:

2 2 _
Z1+ ...tz =w,
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24 +22=1, (2.5.4)
4. +22=0
Las cuadricas complejas afines las denotaremos por Q(n,w), Q(n, 1), Q(n,0). Como antes:

Q(n, w) ~ C". (2.5.5)

Para el calculo de Q(n, 1) hacemos z = u + iv, u,v € R" parte real e imaginaria de z.
Entonces u? — v} + ... + u? —v? = 1, 2i(uyv1 + ... + u,v,) = 0, por lo tanto

|u|2 - |U|2 =1, <u7v> =0,

Ahora bien, {z € R" | |z|* = 1} define la esfera S"' € R" y {y € R" | (z,y) = 0} es el
espacio vectorial tangente en el punto z: T,S"~! (ver ejemplo 2.5). El espacio

{(z,y) eER"xR" |z € S" 'y € T,S" '} = TS}

se denomina fibrado tangente de S"!. Este consiste en la unién disjunta de los espacios
tangentes de todos los puntos de S™~!:

TS = | {a} x TS

resn—1

Sin embargo, en general 7'S™"~! no es homeomorfo al producto S"~! x R"!, es decir, no

F

Sn—l
TXSn—l

Figura 2.25: Espacio tangente en {z} a S"~!

es trivial. Por ejemplo, para n =2 no hay una funcién continua que asigne a cada r € S"
un vector tangente v(z) # 0 de S™ en x. Pero en todo caso, TS™ ! es el conjunto de
puntos (z,y) € R" x R"™ con

‘513’2 =1, <£E,y> =0,

y analogamente como en (2.5.2) se obtiene el homeomorfismo
Q(n,1) =~ TS"! (2.5.6)
a saber, si r(v) = /1 4 |v|? entonces tenemos la funcién

TS — Q(n,1)
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(1'7y) = (T(U) ’ ZL‘,U)
cuya inversa es (u,v) — (r(v)tu,v).
Las consideraciones para describir a Q(n, 0) son similares: sea K (n) := Q(n,0)NS3" ', la

seccién del cono Q(n,0) con la esfera de radio 2 con centro en el origen. Para K se tienen

las ecuaciones

4. +22=0,

|21+ . 4|z =2
La descomposcion en parte real e imaginaria de z = u + v da como resultado:
ul> = [vf*, (u,v) =0, |ul*+[v]* =2
es decir,
lul* =1, [v*=1, (u,v)=0. (2.5.7)

En general, una k-tupla de vectores (vi,...,vx) en R™ con |v;|> = 1, (v;,v;) = 0, se
denomina un k-marco ortonormal y al espacio de todos los k-marcos ortonormales en
R” se denomina una variedad de Stiefel V} ,,. La ecuacion (2.5.7) significa:

Q(n,0)N S = K(n) ~ Va,. (2.5.8)

Dicho de otro modo, Va,, C T'S™ ! es el espacio de todos los vectores tangentes de longitud
1.

Ejemplo 2.21. Un 2-marco ortonormal (v,w) € R? se puede completar de manera tinica
a un 3-marco ortonormal (v, w,v X w) orientado positivamente, por lo tanto a una matriz

en SO(3), es decir,
K(3) m Va3 & SO(3).

Nuevamente, Q(n,0) es el cono de todos los rayos que emanan desde el origen (reales) en
K(n).

Nos preguntamos ahora jcudles son las cuddricas proyectivas?. En el caso real tenemos
la ecuacién homogénea |z|? = |y|? en R™™™ sobre S5™™ ! definido como el producto de
571 % §m=1 En el caso proyectivo, el conjunto RP" ™~ definido por la identificacién
de (z,y) con (—z, —y) resulta ser:

Observacién 2.22. La cuddrica proyectiva de ecuacion |z)* — |y|*> = 0, es homeomorfa a
ST ST (w,y) ~ —(2,y).

En general esta descripcion debe ser suficiente para nosotros, sin embargo si m = 2 'y
n = 2k entonces S™ ! = St c Cy S"! c CF y tenemos el homeomorfismo

kG2l g1y §2h—1 e gl

(w, &) = (& w, ).

Y el siguiente diagrama es conmutativo:
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(w7£) SQkfl % Sl —1‘9)_5%71 % Sl (w’g)

| | | I

(—w,—€)  SHTUx Sl WG ()

El espacio (S%*~1xSY)/(z,y) ~ —(x,y) es por lo tanto homeomorfo a (S?*~1x S1)/(x, y) ~
(x, —y), de este modo S?*"Ix RP! ~ S?*~1x S1. Andlogamente podemos ver: R™ actuando
por el grupo S° = {1, —1}, (C%)* actuando por el grupo S3 y S7 de los niimeros de Cayley
actuando por (R®)*.

Teorema 2.23. Sim = 1 6 n=2k y m=2, 6 n =4k y m=4, 6 n =8k y m=8, entonces
la cuddrica proyectiva real de ecuacion |z|*> — |y|*> = 0 en P(R™ x R™) es homeomorfa a
Sl x RP™ 1. A la vez que RP! ~ S*.

La cuédrica proyectiva compleja con ecuacién z? + ... + 22 = 0 surge de la interseccién
de la cuddrica afin compleja K(n) con la esfera identificando los puntos z = u + iv,
convirtiendose asi bajo la accién de S* en los puntos de la cuddrica. Un 2-marco ortonormal
(u,v) es una base ortonormal del plano generado por ellos L(u,v) C R™ y mediante las
transformaciones ortogonales que preservan orientacién, elementos de S* = SO(2) van
de dicha base a todos las bases ortonormales positivas del plano L(u,v) C R", de modo
que los puntos de la cuddrica proyectiva de ecuacién 27 + ... + z2 = 0 se corresponden
exactamente con los planos orientados en R™.

Ejemplo 2.24. La cuddrica proyectiva compleja no degenerada 2z + 23 + 23 = 0 es
homeomorfa a S?.

Demostracion. El homeomorfismo estd dado por [z] = [u+iv] — (u X v)/|u X v|. Se debe
tener en cuenta que un plano orientado L(u,v) en R? con base ortonormal positiva (u,v)
(no depende de la eleccién de la base, sélo de la orientacién) se determina de manera
tinica por su vector normal u x v € S2. ]

Para este homeomorfismo hay una explicacion puramente algebraica.
Observaciéon 2.25. La transformacion

KP' - KpP!, (g, 1] [x?),xoxl,xf],
es inyectiva y su imagen es la cuddrica proyectiva yoys — yi = 0.

Demostracion. En un punto de la cuddrica si yog # 0 6 y2 # 0 entonces (por simetria)
sin pérdida de generalidad yy = 1. Entonces el punto tiene identificada la pre-imagen

[Lyl] ]

Para K = C esta es la tinica cuddrica no degenerada en CP?, que de este modo se puede
transformar en la cuddrica 22+ 27 +22 = 0. Para K = R es la cuadrica y2 +y7 —y2 = 0. La
observacién muestra que esta cuddrica en ambos casos es homeomorfa a K P!. Por lo tanto
se tiene que para K = C: CP! = S?; para K = R: RP! = S', como vimos en la seccién 2.3.
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La funcién inversa de una cuddrica M C K P? no degenerada para K P! se puede describir
de la siguiente manera:

Sea M la cuddrica no degenerada para la forma cuadrdtica v : K* — K. Como ~

tiene rango 3, v no se anula en un subespacio de dimension 2, por lo tanto M no contiene
ninguna recta:

rg

Supongamos ahora que M contiene al menos un punto p. Entonces elegimos cualquier
recta proyectiva KP' = [, C KP? tal que p ¢ L y proyectamos M de p a L, donde p se
proyecta en si mismo por la tangente en p. Por lo tanto: definimos una funcién ¢ : M — L
de la siguiente manera:

P(q)

Figura 2.26: Proyeccion de un punto en una cuddrica a una recta proyectiva.

Para cada recta H que pasa por p, la restriccién de v es una cuadrica no trivial que
contiene al punto p y por lo tanto existe otro punto ¢ (6 H es la tangente en p) y p(q) € L
es el punto de interseccion de H y L, es decir: un polinomio cuadratico que tiene una
raiz p, o que tiene una raiz ¢, o la raiz p es doble. Entonces hemos definido una funcion
biyectiva (continua) de la cuddrica en L = KP!. Si elegimos la cuddrica como en la
observacién anterior y p = [0,0,1], L = {[yo,¥1,v2] | y2 = 0}, entonces esta funcién es la
inversa de la funcién de (2.24), porque [z, y| — [22, 2y, y?] — [2?, zy] = [z, y], para z # 0.
Concluimos esta seccion con una aplicaciéon en el area de los determinantes.

Ejemplo 2.26. En el espacio Endy(K?) = K* se tiene la cuadrdtica de ecuacion det(A) =

a b ),det(A):ad—bc:O.

0. Por lo tanto para A = d

Esta ecuacién es linealmente equivalente a la ecuacién z3 + x3 = y# + y3 cuando 2 # 0
en K. En consecuencia: el determinante de la superficie {det(A) = 0} C Endg(R?) es
homeomorfo al cono sobre el toro S! x S!. El vértice del cono corresponde a la matriz
cero. El determinante de la superficie {det(A) = 0} C Endc(C?) es homeomorfo al cono
sobre la variedad de Stiefel V5 4.



Capitulo 3

Grupos lineales y algebras de Lie

3.1. Descomposicion polar y de Iwasawa

En este capitulo consideremos K = R 6 C y los siguientes subgrupos de matrices de
GL(n, K):

Definicién 3.1.
BT (n,K)={T € GL(n,K) |ty =0 para i >k} (3.1.1)

es el grupo de matrices triangulares superiores (con coeficientes en la diagonal dis-
tintos de cero).

Nt(n,K)={T € B*(n,K) |t =1 para i=1,..,n} (3.1.2)
es el grupo de matrices unipotentes triagulares superiores.
D(n,K)={T € GL(n,K) | t;j =0 para i# j} (3.1.3)
es el subgrupo de matrices diagonales con componentes en la diagonal distintos cero.
B (n,K)={T"|T € B (n,K)} (3.1.4)

N~ (n,K)={T"|T € N*(n,K)}

son los grupos de matrices triangulares inferiores y matrices unipotentes triangu-
lares inferiores respectivamente.

Denotemos por D(n) al grupo de matrices diagonales con coeficientes reales positivos en
la diagonal. Entonces

D(n)-N*(n,K)=N"(n,K)-D(n) C B"(n, K)

es el grupo de matrices triagulares superiores con diagonal positiva. La ante-
rior es una igualdad de conjuntos (6 grupos), los elementos de D(n) no necesariamente
conmutan con los de N*(n, K). Tenemos una sucesién exacta corta de grupos:

11— N*(n,K)— D(n)- N"(n,K) = D(n) — 1

51
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Figura 3.1

Ahora bien, si multiplicamos una matriz A € GL(n, K) por la derecha con T' € D(n) -
N*(n, K) entonces mediante operaciones elementales por columna, a saber, aquellas en las
que la j-ésima columna a; se sustituye por una combinacion lineal Ztkjak con ty; =0

k
para k > j y tp > 0. Estas son precisamente las transformaciones que se utilizan en

el método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt: la ortogonalizacién del j-ésimo vector
corresponde a multiplicar con N € N (n, K) y la normalizacién corresponde con D €
D(n). El método por lo tanto proporciona para cada matriz A € GL(n, K) una matriz
D € D(n), una N € N(n,K) y una matriz U € O(n) 6 U(n), tal que ADN = U, de
manera que A = U(DN)~!. En otras palabras.

Teorema 3.2 (Descomposicién de Iwasawa). El producto de matrices induce las biyec-
Clones:

O(n) x D(n) x N*(n,R) = GL(n,R) (3.1.5)
U(n) x D(n) x N*(n,C) — GL(n,C)

Por lo tanto, toda matriz A € GL(n,R) se puede escribir de manera inica como producto
de una matriz ortogonal, una matriz diagonal positiva y una matriz unipotente triangular
superior. Un resultado similar se vale para GL(n,C).

Demostracion. (Unicidad) Si A = UDN = U'D’'N’, entonces U'~'U = D'N'N~'D~!. El
lado izquierdo es una matriz unitaria, el lado derecho es una matriz triangular superior
con diagonal positiva D’D~!. Inductivamente columna por columna se concluye que el
lado derecho es la matriz identidad, entonces U’ = U, D’ = D. Por lo tanto N’ = N. [

Ahora bien, al aplicar transpuesta, inversa (6 ambas) se obtiene las descomposiciones

correspondientes:
N7 (n,R) x D(n) x O(n) <— GL(n,R) (3.1.6)

N7 (n,C) x D(n) x U(n) «— GL(n,C)

en donde el lado izquierdo también se puede escribir en orden inverso.
Observemos que las biyecciones (3.1.5) y (3.1.6) no son homomorfismos de grupos.

Comenzando ahora con las biyecciones:
RV 5 N*(n,R)

C"V/2 5 N*(n,C)
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R" =% R — D(n)

obtenemos las biyecciones:
GL(n,R) — O(n) x R*

GL(n,C) — U(n) x R®
con k =n(n+1)/2, s = n? La geometria de R" y C" est4 contenida en la parte compacta

de O(n) y U(n), respectivamente.

Si G es una matriz n X n, real, simétrica y definida positiva. Entonces existe una matriz
A € GL(n,R) tal que 2'Gy = (Az)"(Ay). Esta matriz A describe la transformacién
ortogonal: (R™, producto interno z'Gy) — (R™, (-,)). Ademés G = A'A, como sabfamos.
Si descomponemos A segun el teorema como en (3.1.5) entonces

G = A'A=(UDN)(UDN) = N'D*N

Observacién 3.3. Sean H*(n,R) el conjunto de matrices reales, simétricas, definidas
positivas y H*(n,C) el conjunto de matrices hermitianas complejas, respectivamente. En-
tonces tenemos las biyecciones:

N*t(n,R) x D(n) = H"(n,R), N*(n,C) x D(n) - H"(n,C),
(N,D) ~ N'DN. (N,D) + N*DN.

Teorema 3.4. Toda matriz definida positiva H € H (n, K) posee una tnica raiz v/ H en
H*(n, K) cuyo cuadrado es igual a H.

Demostracion. Recordemos que toda matriz simétrica es semejante a una matriz diagonal.
Entonces THT™' = D € D(n) con T € O(n) 6 U(n). Por lo tanto, es suficiente probar el
teorema para D. Como (v/D)? = D entonces

THT™' = (VD)?
H = T'VDVDT
— (T'VDT)(T'VDT)

Sea B? = H entonces THT™' = TB?*T~! = D. Por lo tanto D = (TBT')(TBT™).
Asi TBT! = /D, en consecuencia B = T~*v/DT. O

Teorema 3.5 (Descomposicién polar). El producto de matrices induce las biyecciones:
H*(n,R) x O(n) = GL(n,R)
H*(n,C) x U(n) — GL(n,C)

Demostracion. Mostraremos la biyeccion H*(n,C) x U(n) — GL(n,C).

Inyectividad: si H € H"(n,C), U € U(n) tales que H - U = A. Entonces A* = (HU)* =
U*H* = U'H. Por lo tanto H?> = HUU'H = AA* entonces H = v/ AA*, de manera
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que H estd determinada por A y en consecuencia U = H'A.

Sobreyectividad: sea H = vV AA* y U = H ' A. Debemos mostrar que U € U(n),
U*U — (H_lA)*H_lA
— A*(H—l)*HflA
= A'H?A
= A*(AA")'A
I.

En consecuencia U € U(n). O

Por la descomposicién de Iwasawa hay exactamente una matriz triangular superior con
diagonal positiva. Aqui le denominamos A, entonces el teorema muestra como la matriz

unitaria U = H ' A es definida positiva y H = v/ AA* de tal manera que HU = A.

3.2. Funciones exponencial y logaritmo

Las versiones matriciales de las funciones exponencial exp(z) y logaritmo log(z) (reales
y complejas), son fundamentales para el estudio de los grupos de matrices, en particular
de los grupos de Lie. La funcién exponencial proporciona el vinculo entre un grupo de
matrices y su algebra de Lie, como se vera en la seccién 3.3.

La manera més natural para definir la exponencial de una matriz es usar la serie de
potencias de la funcién f(z) = e*. Recordemos que si A € End(C"), entonces la norma
de A se define como:

|Al| = max{|Az| | |z| = 1} (3.2.1)

y es facil verificar que: ||A- B| < [|A||-||B]| v ||A+ B|| < ||A|| + || B||. Por otro lado, dada

una serie de potencias
o

f2) =) ¢

J=0
con radio de convergencia R, ésta converge absoluta y uniformemente sobre cada bola
{z | |z] <7} con r < R. Por lo tanto la serie de matrices

f(A) = chAj (3.2.2)

también converge uniformemente cuando ||A|| < r, puesto que:

N+k N+k oo

D oGA < GlAR < ) el
j=N j=N Jj=N

el ultimo término tiende a cero cuando N — oo.

Proposicién 3.6. Si T € GL(n,C) entonces
TfAT ' = f(TAT™). (3.2.3)
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Demostracion. Notemos que para k' y N fijos se tiene:

N+k

> e (TAT 1Y

J=N

N+k

T(> AT

J=N

N+k

Z CjAj

Jj=N

<7l

o0
y el tltimo término tiende a cero cuando N — oo. Luego, laserie f(TAT ') = Z c;(TAT™)
5=0
converge. Ahora la afirmacién se obtiene conjugando término a término en las sumas par-
ciales. 0

Las observaciones anteriores nos permiten definir la exponencial de matrices complejas

n X n por medio de la serie:
[e.e]

exp(A) = flAj
|
=0 7’

La proposicion anterior hace que el problema de calcular la exponencial de una matriz
diagonalizable sea muy sencillo de resolver, puesto que si TAT ! es diagonal:

T -exp(A)T™ ! = exp(TAT™Y),

de donde
exp(A) =T ' exp(TAT ") - T.

Sin embargo existen matrices que no son diagonalizables y el caso general se debe tratar
por medio de la forma canénica de Jordan.

Proposicion 3.7. Si las matrices A y B conmutan, entonces
exp(A + B) = exp(A) - exp(B)

Demostracion.

exp(A) -exp(B) = (Z %) (Z %)

Observacion 3.8. Notemos que exp(A) siempre es una matriz invertible.
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Demostracion. Esto se debe a que A y —A conmutan y por lo tanto
I =exp(0) = exp(A — A) = exp(A) - exp(—A)
Luego exp(—A) = exp(A)~1. O

A continuacién enunciamos sin demostracién una de las propiedades mas importantes de
la exponencial.

Teorema 3.9. Si A es una matriz compleja n X n entonces
exp(tr(A)) = det(exp(A))
Demostracion. * O

A primera vista la ecuacién del teorema anterior pareciera incorrecta porque el lado
izquierdo sélo depende de los elementos de la diagonal de A y esto no es inmediatamente
claro para el lado derecho. El punto aqui es que det y exp son invariantes bajo conjugacion,
al igual que la traza, por lo tanto si T es invertible

det(exp(TAT ') = det(T exp(A)T ') = det(exp(A)).

Finalmente notemos que

exp(A") = exp(A)", exp(A) = exp(A4). (3.2.4)

Pasemos ahora al caso de la funcién logaritmo. Asi como exp(x) estd definida para todo
z € Ry log(z) esta definido sélo para x > 0, el logaritmo de una matriz estard definido sélo
para matrices cercanas a la identidad. De manera més precisa, si ||A — I|| < 1 definimos:

log(A) = =L

=1 7

-

(A—1)

Proposicién 3.10. Las funciones exp y log tienen las siguientes propiedades:

1. Si||A—1I|| <1 entonces exp(log(A)) = A.
2. Si||exp(B) — I|| <1 entonces log(exp(B)) = B.

2 B3 B4
Demostracion. Como exp(B) — [ = B + o + T + E + ..., entonces
B> B B 1 B> B B ?
log(exp(B)) = <B+§+§+Z+'")_§<B+W+§+Z+”')
1 B> B* B S B> B* B !
(B2 22 4 ) (B2 2
+3(+2!+3!+4!+) 4(+2!+3!+4!+>
+ ..
B? B2 B* B B3
- B+ (2 -2 =
+(2! 2)+(6 2+3)+
= B.

Lyer [4]
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(A-1p? (A-D)° (A-1)

Por otro lado, log(A) = (A—1I) — 5+ T~ T entonces
exp(log(A)) = ((A—])—(Ag![) +<Ag[) —(A;I) —|—>
1 A-1? (A-IP (A-ID)" ’
Y (PRPICET SNEES SEEL N
+ %((A—I)—(A;I)QHA;”S—(A;])4+...) .
(A-1? (A-1* ((A-1P (A-1) (A-1)’
R +( 3 2 % )
+ ..
= A

]

Observacion 3.11. Se puede probar que la funcion exp : End(C") — GL(n,C") es
sobreyectiva.

Notemos que también podemos definir raices, aunque no de manera tnica:
A% = exp(alog(A)). (3.2.5)

Sea U el conjunto abierto U = {A € End(C") | ||A]| < 1} y pongamos 1 +U = {I + A |
A € U}. Observemos que GL(n,C) también es un conjunto abierto en End(C") = C*".
En efecto, notemos que

GL(n,C) = {Ae€ M,(C)|detA+#0}
= {Ae M,(C)|det Ae C\{0}}
det™'(C\ {0})

y det : End(C") — C es una funcién continua.

Observacion 3.12. El conjunto 1 + U es abierto en GL(n,C) y se tiene una funcion
logaritmo bien definida y continua

log: 14+ U — End(C")

tal que exp(log(l + A)) =1 + A.

=1—x+ 2% — ... tiene radio

Demostracion. Recordemos que la expansion en serie
x
de convergencia 1, luego para ||A|| < 1 se tiene que (I + A)™' =1 — A+ A% — ... Por lo

2 2

tanto I + A € GL(n,C). Ademaés la serie log(l + =) = = — 5 + 3 tiene radio de

convergencia 1. En consecuencia el logaritmo esta bien definido en 1+ U. O]

La funcion log definida en 1+ U resulta ser inyectiva, ya que exp es una inversa izquierda.
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Lema 3.13. [[exp(A) — I|| < exp(||4]]) — 1.

Demostracion.
A2 A3 At
llexp(A) — 1] = HA+7+§+ZH
A2 A3 At
< — — —_—
< HAH+H2 +H3! +H4! ;
[AII>, 1AIP | Al
< ||A|l+ ST 3 LTI
= exp([|A]) -1

]

De lo anterior se deduce que la imagen de la funcién logaritmo en (3.12) contiene a la vecin-
dad abierta del cero W = SU. En efecto, si ||A|| < 3 entonces || exp(A) —1I|| < y/e—1 < 1.
Por lo tanto, exp(A) = 1 + (exp(A) — 1) € 14 U y log(exp(A)) = A para ||A|| < 5 por
(3.10).

Tenemos las vecindades W = {A | | A|| < £} del 0 en End(C"), V = log™ (W) = exp(W)
del 1 en GL(n,C); y difeomorfismos inversos entre si:

16V<Tx—p>W90
og

Para los fines de este trabajo realmente no es necesario describir a estas vecindades con
tanta presicién. De cualquier modo, las observaciones anteriores se pueden resumir en el
siguiente resultado:

Teorema 3.14. Ezisten vecindades V', de la identidad en GL(n,C), W, del 0 en End(C")
jJunto con difeomorfismos

VW SRy

inversos uno del otro. Mds aun, W puede elegirse de modo que ¥ A € W se cumple:

[tr(A)| < 27 y ademds —A, A', A€ W.

Demostracion. Mostremos solo la iltima parte. Claramente, la condicién [tr(A)| < 27
se satisface en alguna vecindad Wy C W del 0, gracias a la continuidad de la traza. A
continuacién reemplazamos a Wi por Wy N (=Wy) N (W{) N Wy con Wi = {A' | A €
Wi} O

3.3. Algebras de Lie

Definicién 3.15. El dlgebra de Lie L = gl(n, K) es el espacio vectorial End(K"™) de las
matrices n X n con coeficientes en K junto con la operacion dada por el conmutador de
matrices (o corchete de Lie):

[A, B] = AB — BA. (3.3.1)

Esta estructura algebraica tiene las siguientes propiedades:
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1. El dlgebra de Lie L es un espacio vectorial sobre K y el corchete de Lie
LxL—1L

(X,Y) =[X,Y]

es bilineal.
2. [X,X] =0y se cumple que [X,Y] = -]V, X] VXY €L

X, Y], Z)|+1Y, 2], X]]+[[Z, X],Y]]=0  VX,Y,Z € L, llamada la identidad
de Jacobi.

Observacion 3.16. Estas propiedades se verifican facilmente en gl(n, K).

En general, un espacio vectorial L equipado con una operacién [-,:] que satisface las
propiedades anteriores, se conoce como algebra de Lie.

Definicién 3.17. Un homomorfismo de dlgebras de Lie o : L — L' es una transformacion
lineal tal que
[a(X), a(Y)] = a([X,Y])

para todo X,Y € L.

Nos interesan principalmente las siguientes algebras de Lie reales y complejas, contenidas
en gl(n,C) con el corchete de Lie definido anteriormente.

Definicién 3.18. Definimos a sl(n,R) y sl(n,C) como las dlgebras de Lie de matrices
nxn de traza cero, con coeficientes en R y C respectivamente. Definimos también a s0(n)
como el dlgebra de Lie de las matrices n X n antisimétricas.

Una matriz A n x n se dice antisimétrica cuando A' = —A. Toda matriz n x n se puede
escribir de manera tinica como la suma de una matriz simétrica y una antisimétrica:

1 1
A:§m+Aﬂ+?A—N) (3.3.2)
Definicién 3.19. Definimos a u(n) como el dlgebra de Lie de las matrices complejas
antihermitianas y a su(n) = u(n) N sl(n,C) como la subdlgebra de Lie de las matrices
antihermitianas de traza cero.

Una matriz compleja A n x n se dice antihermitiana si A® = —A, en otras palabras
A* = —A. Similarmente, toda matriz n X n se puede expresar de manera uinica como suma,
de una matriz hermitiana y una antihermitiana:

1 1
A:§M+AU+?A—N) (3.3.3)
Noétese que los conjuntos de matrices hermitianas y antihermitianas son subespacios vec-
toriales reales de Endc(C™) pero no un subespacios vectoriales sobre C. Por ejemplo, A es
hermitiana si y solo si ¢4 es antihermitiana, por lo tanto multiplicacién por ¢ intercambia
los sumandos de la descomposicién (3.3.2).
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Definicién 3.20. Definimos a 9(n) como el dlgebra de Lie de las matrices diagonales
reales (con el corchete de Lie trivial). Definimos también a n*(n,R), n*(n,C) como las
algebras de Lie de matrices triangulares superiores, nilpotentes reales 6 complejas respec-
tivamente (esto es, triangulares superiores con diagonal cero).

Es facil ver que todos estos subespacios vectoriales son algebras de Lie con el corchete
dado por (3.3.1). Notemos ademds que la notacién para todos ellos coincide con la de
los grupos de matrices, con la tnica diferencia de que los grupos se denotan con letras
maytsculas y las algebras de Lie con letras géticas. Por convencion, si G' es uno de tales
grupos de matrices, LG denotara a la correspondiente algebra de Lie. Por lo tanto:

sl(n,R) = L SL(n,R)
sl(n,C) = L SL(n,C)
so(n) = L SO(n)
u(n) = LU(n) (3.3.4)
su(n) = L SU(n)
o(n) = L D(n)
nt(n,R) = L NT(n,R)
nt(n,C) = L N*(n,C).

Teorema 3.21. Sea W una vecindad del 0 en gl(n,C) que satisface las condiciones del
teorema (3.14). Entonces para todos los grupos G y su correspondiente dlgebra de Lie LG
en (3.3.4), la funcion exponencial induce un homeomorfismo

exp: WNLG—-VNG

de una vecindad del 0 en LG en una vecindad del I en G.
gl(n.0)

/

LG

Figura 3.2: Teorema 3.21

Demostracion. En cada caso, la funciéon exp : W — V' es un homeomorfismo que tiene
como inversa a la funcién log. Si tr(A) = 0, entonces det(exp(4)) = ") = e = 1 por
(3.9). Por lo tanto A € sl(n, C) implica que exp(A) € SL(n,C) y obviamente A € sl(n,R)
implica que exp(A) € SL(n,R)
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Si A+ A! = 0, entonces

exp(A) - (exp(4))" = exp(A) - exp(A)
= exp(A+ A"

— exp(0)
= I.

Si ademds A € so(n), entonces det(exp(A)) = 1 (como el péarrafo anterior). Luego, si
A € s0(n) entonces exp(A) € SO(n). Similarmente, si A+ A* = 0, entonces

exp(A) - (exp(A))" = exp(A) - exp(A”)
= exp(A+ AY)

— oxp(0)
= I

y si ademds tr(A) = 0, entonces det(exp(A)) = 1. Por lo tanto, si A € u(n) enton-
ces exp(A) € U(n) y si A € su(n) entonces exp(A4) € SU(n). Algo similar se cumple
trivialmente para los grupos restantes. En consecuencia

exp(LG) C G.

Reciprocamente, si A € W y exp(A) € SL(n,C), entonces "4 = det(exp(A)) = 1, de
donde se sigue que tr(A) = 0 ya que [tr(A)| < 27. Por lo tanto A € sl(n,C). Si ademés
exp(A) es una matriz real, entonces exp(A) = exp(A4) = exp(A), de donde A = A (pues
la funcién exponencial es inyectiva en W), es decir, A es real y por lo tanto A € sl(n, R).
Maés atn (también en el caso real), si exp(A) - exp(A)' = I, entonces exp(A") = exp(—A)
y como —A € W se sigue que A" = —A, es decir A € so(n). Similarmente se prueba que
si Ae W yexp(A) € U(n) entonces A € u(n) y en consecuencia, si exp(A4) € SU(n)
entonces A € su(n).

Finalmente exp(A) es una matriz diagonal, entonces también lo es A = log(exp(A)) y si
exp A =14 N es una matriz triangular superior unipotente entonces A = log(exp(A)) =
N — N?/2 + ... es una matriz triangular superior nilpotente. O

Este teorema nos habla acerca de la estructura geométrica de los grupos. La funcion
exp es un difeomorfismo de una vecidad del 0 en gl(n,C) en una vecindad del I en
GL(n,C). Veremos a continuacién que localmente los subgrupos que hemos considerado
G C GL(n,C) van bajo log a subespacios de gl(n, C) = C™". Excepto por el difeomorfismo
G que localmente se ve como un subconjunto de GL(n,C) del 1, al igual que LG se ve
localmente como un subconjunto de gl(n,C) = C™" del 0. Para otro punto A € G la
situacién no es distinta: tenemos el difeomorfismo

(W,0) 2B (V,1) 25 (4-V, A)

con A-V={A-B| BeV}yeslavecindad WNLG del 0 en LG en la vecindad A-VNG
de A en G. Con los conceptos de topologia diferencial podemos resumir con el siguiente
teorema:
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Figura 3.3

Teorema 3.22. Los subgrupos GL(n,R), SL(n,C), SL(n,R), SO(n), O(n), U(n),
SU(n), D(n), N*(n,C) y N*(n,R) son subvariedades suaves de GL(n,C). El producto

G x G — G es una funcion suave y la funcion G — G, g+ g~ es suave.

Demostracion. Mostraremos la iltima parte, para ello solo se necesita verificar la afir-
macién para GL(n,C). Notemos que la multiplicacién de matrices es diferenciable y la
funcién g — g = det(g) "1 Adj(g), por la regla de Cramer también es diferenciable. [

Definicién 3.23. Un grupo de Lie G es un grupo topologico con la estructura de va-
riedad suave, tal que las operaciones - : G x G — G, ' : G — G son suaves.

Por definicién, la dimensién del grupo de Lie es la dimension del algebra de Lie asociada.

Observacién 3.24.

dim GL(n,C) = 2n? dim  O(n) =n(n—-1)/2
dim GL(n,R) =n? dim  SO(n) =n(n—-1)/2,
dim SL(n,C) =2n*-2, dim  D(n) =n,

dim SL(n,R) =n*-1, dim N*(n,C) =n(n—1),
dim  U(n) =n? dim N*(n,R) =n(n-—1)/2.
dim SU(n) =n®-1,

3.4. La representacion adjunta

Hasta el momento hemos especificado las dlgebras de Lie LG de los grupos G conside-
rados, aunque uno también puede hallarlos de la siguiente manera. Consideremos curvas
suaves p(t) con t € (—¢,€) tales que p(0) = I y ¢(t) € G para toda t. A tales curvas les
corresponde un vector tangente (o vector velocidad)

d
o(t) = — t [(n,C
pt) = | e(t) €gl(n,C)
y se cumple lo siguiente:
Observacion 3.25. LG es el conjunto de todos los vectores de la forma $(0), donde ¢

corre sobre todas las curvas suaves ¢ : (—€,e€) — G con p(0) = I. Esto es, LG es el
espacio tangente de G en I
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/ \ exp

Figura 3.4: Observacion 3.25

Demostracion. Recordemos que la funcién exponencial es localmente invertible y su di-
ferencial es 0 en la identidad. Notese que al componer las curvas ¢ con log, obtene-
mos curvas de la funcién ¢ : (—e,€) — LG, cuyos vectores tangentes son todos los
vectores de LG. Luego, si Wy € LG existe 1 tal que ¢(0) = 0 y ¢(0) = w,. Por
lo tanto, si definimos @(t) = exp(¢(t)) tenemos: ¢(t) = exp’(¥(t)) - ¥(t), de donde
£(0) = exp'(0) - ¥(0) = w. O

De manera mas explicita tenemos lo siguiente:

Observacién 3.26. Si A € Endc(C") es una matriz n X n fija, entonces la funcion
va: R — GL(n,C) dada por p(t) = exp(tA) es un homomorfismo de grupos y satisface
que p4(0) = A.

Demostracion. La primera afirmacion es equivalente a exp(t + s)A = exp(tA) - exp(sA),
pero esta igualdad se sigue del hecho de que tA y sA conmutan. La segunda afirmacion
(tA)?

51 + ... m

Es importante enfatizar que la funcién exponencial no es un homomorfismo de grupos ya
que en general la ecuacion exp(A+ B) = exp(A)-exp(B) no se cumple. Un homomorfismo
¢ : R — G se conoce como un subgrupo uniparamétrico de G. Asi, LG es el espacio
de los vectores velocidad ¢(0) de todos los subgrupos uniparamétricos de G.

se sigue de la serie exp(tA) =1+ tA +

Estas observaciones nos seran de utilidad para establecer la relacién del corchete de Lie
con la estructura del grupo y demostrar por qué el espacio LG (que bajo exp se mapea
en G de manera localmente sobreyectiva), debe tener estructura de algebra de Lie.

Notemos que la conjugacién con T' € GL(n,C) induce las transformaciones:
adr : gl(n,C) — gl(n,C), X w—TXT!
cr: GL(n,C) = GL(n,C), A~ TAT™*

y la ecuacion (3.2.3) muestra que exp o adr = cr o exp, es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo:

adr

g[(rl, C) g[(T], C) (3.4.1)
GL(n,C) o GL(n,C)
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Si tomamos ahora T' € G y Y € LG, entonces crexp(sY) € G para todo s € R. Por lo
tanto exp adr(sY) € G y la derivada en 0 de este subgrupo uniparamétrico es

d
75|, &P adp(sY) = adrY =TYT ' € LG,
slo

es decir, el conjugado de un elemento de LG por un elemento de G es de nuevo un ele-
mento de LG.

Finalmente, supongamos que ¢ : R — G es un subgrupo uniparamétrico con ¢(0) = X €
LG y seaY € LG. Entonces ¢(t)Y p(—t) € LG y por lo tanto

d

— )Y o(—t) € LG.

7|, POV (=)
Desarrollando en serie de Taylor tenemos que:

p(t) = IT+tX+ ..
et)Yo(—t) = (I+tX+..)Y[I—-tX —..)
= Y+t(XY -YX)+..,

En particular, al tomar ¢(t) = exp(tX) tenemos:
d
(X, Y] = 7 exp(tX) - Y -exp(—tX). (3.4.2)
0

Teorema 3.27. Si T € G, entonces T induce el automorfismo de dlgebras de Lie adr :
LG — LG dado por adr(X) = TXT™! y en consecuencia G actiia sobre LG por auto-
morfismos de dlgebras de Lie. En otras palabras, se tiene el homomorfismo de grupos

G — Aut(LG), T+ adr.

Tal homomorfismo se denomina la representacién adjunta del grupo G.

Demostracion. Se debe mostrar que [adr(X), adr(Y)] = adr([X,Y]). En efecto:
ladr(X),adr(Y)] = [T(X)T7,T(Y)T™]
(TXT Y TYT™ ) —(TYT ) TXT™)
= (TXYT™ Y —(TYXT™)
= TX, YT
= adr([X,Y]).

Resta mostrar que adrs(X) = ady o adg:

adrs(X) = TSX(TS)™

= TSXS 17!
= adr(SXS™)
= adToadS.
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En vez de continuar con la teorfa de Lie general, nos concentraremos en los grupos SU(n)
y SO(m). Para ésto, dotemos primero a su(n) del producto escalar real euclidiano dado
por:

1
(A, B) = —itT(A - B). (3.4.3)
Es claro que (-, -) es bilineal, ademas es real ya que:

tr(AB) = tr )

)

NN
X

t

A
A
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~

r
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~
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sy

\_/\_/\_/

I
~

r

= ir
Este producto es definido positivo debido a que:

2(A,A) = —tr(A- A)
= tr(A- A%

= D dy
irj

= Z Jai; .
irj

Por lo tanto, su(n) es un espacio euclidiano de dimensién n? — 1 (sobre los reales).

Teorema 3.28. S5i T € U(n) entonces
adr : su(n) — su(n), X — TXT!
es una transformacion ortogonal. En consecuencia adr define un homomorfismo
ad : U(n) — SO(su(n)) = SO(n* — 1)

T — adT.

(Si' V' es un espacio euclidiano entonces SO(V') es el grupo de automorfismos ortogonales
de V' con determinante 1).

Demostracion. La transformacién ady : su(n) — su(n) es ortogonal porque:
(adr(X),adp(Y)) = —=tr(TXT YTYT™)

= ——tr(TXYT)
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O(n2-1)

det=1

Figura 3.5: Teorema 3.28

y que el determinante de adr es positivo se sigue del siguiente lema:
Lema 3.29. U(n) es conezo.

Demostracion. SiT € U(n) estd en la forma candnica de Jordan, entonces es una matriz
diagonal de la forma

el 0
T =
0 elen
Luego, es posible dar una trayectoria v : [0,1] — U(n), a saber
eler 0
(t) = L € U(n),
0 e'en

tal que v(0) =1 y v(1) =T.

Ahora bien, si B= STS™! € U(n) con T como antes, consideremos la trayectoria
p(t) =S -4(t)- S € Uln),
la cual comienza en I y termina en ST'S~! = B. Por lo tanto, la funcién
Un) % 0(n® — 1) % R\ {0}
debe tener signo constante y para T' = [ se tiene que det(adr) = 1. O]

Un resultado andlogo se tiene ahora para el grupo SO(n) ya que SO(n) es el subgrupo
de matrices reales en SU(n) y del mismo modo, s0(n) es el subespacio de matrices reales
en su(n). Se sigue entonces del teorema anterior:

Teorema 3.30. Si T € SO(n) entonces
adr : so(n) — so(n), X — TXT!
es una transformacion ortogonal. Por lo tanto, adr define un homomorfismo

ad : SO(n) — SO(so(n)) = SO (”(n; 1))

T CldT.



Capitulo 4

Cuaterniones y grupos ortogonales

Los grupos ortogonales y unitarios en dimensiones bajas tienen sus propias carac-
teristicas y son de gran importancia en fisica tedrica. La estructura de estos grupos la
describiremos a través del estudio del algebra de cuaterniones lo que nos llevara a estu-
diar otros grupos lineales fuera de los que hemos visto en los capitulos anteriores. Por
ultimo, hablaremos acerca de la estructura del grupo de Lorentz.

4.1. El grupo SO(3) y su algebra de Lie

La representacion adjunta de SU(2) en (3.28) es un homomorfismo
ad : SU(2) — SO(3),

el cual establece una estrecha relacion entre estos grupos. Por otro lado, la representacion
adjunta de SO(3) es un isomorfismo SO(3) — SO(3). El corchete de Lie en s0(3) corres-
ponde al producto cruz en R? y este hecho explica la aparicién del producto cruz en la
mecanica clasica. La afirmacién exacta es la siguiente.

Teorema 4.1. Eziste un isomorfismo de espacios vectoriales r : 50(3) — R3 con las
siguientes propiedades:

1. [R(X)]? = —3tr(X?), lo que implica que k es ortogonal.

2. K(TXT™') = T(k(X)) para T € SO(3), es decir, el siguiente diagrama es conmu-

tativo:
50(3) — 27 50(3)
3 3
R = R

3. k([X,Y]) = k(X) x k(Y), esto es, el siguiente diagrama conmuta:

50(3) x 50(3) — L~ 50(3)

R3 x R3 R3

67
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4. S1 X € 50(3), entonces exp(X) € SO(3) es una rotacidn en R* con eje de rotacidn
K(X).

5. El isomorfismo inverso k="' : R® — s0(3) manda al vector v en la transformacién

lineal antisimétrica:
K (v) R — R

w —vXw

6. La forma explicita para k es la siguiente:

0 —2 wy T
z 0 —x =y
-y x 0 z

Demostracién. Definimos k! : R — Endg(R*) como en el inciso (5) y mostremos que
k~1(v) es antisimétrica: sean v,u,w € R?

(k0 )u,w) = (v xu,w)
= det(v,u,w)
= —det(v,w,u)
= —(vXw,u)
= —(u,v X w)

= —(u,k H(v)w).

Al usar coordenadas, vemos que ! (ze; + yes + ze3) es la transformacion dada por:

0 —z Y
e — z , €9 0 , €3 —x |,
-y x 0

de donde la matriz de s~ (xe; + yes + ze3) con respecto a la base ey, 5, e3 estd dada por:

0 —z wy
z 0 —x
-y z 0

Esto muestra que x~! es un isomorfismo, cuyo inverso esta dado por el inciso (6).

Para ver el inciso (4) notemos que: de (5) se tiene
K w) v 0

por lo tanto, si £(X) = v entonces X - k(X) = £~ (v)v = 0, asf
X2
exp(X)-r(X)=(1+ X+ o + .. k(X)) =k(X)

por lo que k(X) permanece fijo bajo exp(X).
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Para probar (1): se tiene que —3tr(X?) = 1tr(X'- X) = Z 3, v la afirmacién se sigue
de (6). Y
Probemos (2): para todo v,w € R® y T' € SO(3) se cumple:

T() x T(w) =T(v x w), (4.1.1)

ésto es, k(T (v))T(w) = T(v) x T(w) = Tr~(v)w. Como la ecuacién anterior es cierta
para todo w, se tiene que
K HTW)-T=T- ")

o lo que es lo mismo
KN TW) =T k-7

Poniendo X = k7 !(v) tenemos:
K (Te(X)=T-X-T"
de donde T'(k(X)) = k(T - X - T71).
Finalmente veamos (3): si X = k7!(v),Y = s~ (w), entonces debemos probar que:
Ao xw) = (K71 (v), 57 ().
Aplicando ambos lados a u, obtenemos:
(vxw)xu=vx(wxu)—wX(vxu)

lo cual es equivalente a la identidad de Jacobi para el producto cruz. O

Supongamos que un cuerpo rigido B gira alrededor de un punto fijo 0 € B y elijamos
un sistema de coordenadas euclidiano sobre B, centrado en 0 y al mismo tiempo escogemos
un sistema de coordenadas (en reposo) con origen 0 en el espacio ambiente R?, en donde
B se mueve. Entonces el movimiento de B estd descrito por una curva t — A(t) € SO(3),

a saber: A(t) es la matriz que manda el sistema de coordenadas en reposo en el sistema
de coordenas mévil (sobre B), en el instante ¢.

z

X y

X
Figura 4.1: Cuerpo rigido B que gira alrededor de un punto fijo.
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Ahora bien, la eleccién de los sistemas de coordenadas fué hecha de tal manera que
A(0) = id, luego como se ha visto anteriormente

d

—| A)=X =~ R3.
i (t) € s50(3)

Por lo tanto, la velocidad de rotacion esta descrita por un vector w = x(X) en la direccién
del eje de rotacién instantdneo, como se afirma en inciso (4). La velocidad de un punto
q € B esté dada entonces por:

d .
21 A a0 = A0) -
S| A g = A@0)-q
_ X-q
= (W) q
- wxq)

por inciso (5).

Queremos estudiar con m4s precisién a la rotacién ' con velocidad angular X € s0(3) en

el tiempo ¢ = 0. Sabemos que exp(TXT ') = Texp(X)T ' y que x(TXT™ ') =T - x(X).
Por lo tanto, dado X, podemos escoger T de tal manera que #(TXT~') = t-e; para algtin
t € R. Asi tenemos:

exp(tk(e3)) = T -exp(X)-T*
= exp(TXT™).

T exp(th(es)) - T = exp(X),
es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

exp(X)

R3 R3
| B
3 3

exp(t-x1(e3))
Por lo tanto, es importante estudiar el grupo uniparamétrico de rotaciones:
{exp(tk'(e3)) | t € R}.

Como tales rotaciones fijan a es, se trata escencialmente de rotaciones del plano L(ey, e3)
y por el teorema (4.1) inciso (6) son de la forma:

exp |t 0 -1
P 1 0
En notacién compleja, la primera matriz corresponde simplemente multiplicar por i:

O -1 . 2 ~ 7 ~ 2
(1 0 >.R =C—C=R
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1 — ¢
7 — —1

Por lo tanto:

cos(t) —sen(t) ) '

exp(ti) = cos(t) + isen(t) = < sen(t)  cos(t)

Si restringimos ¢ al intervalo I = [—7, 7|, entonces para ti,ty € I se tiene que exp(tii) =
exp(tgi) sélo si tl = tg 0 tl = —tQ = +.

Consideremos ahora la bola cerrada de centro 0 y radio 7 en R3:
D} ={veR||v| <}

Teorema 4.2. La funcion
§: D2 — SO(3)

v exp(k 1 (v))

es sobreyectiva y cumple que: 6(v) = §(w) st y sélo siv=w 6 v=—w y |w| = .

Demostracidén. La funcién ¢ es sobreyectiva porque a partir de exp(tk~!(e3)) se obtienen
todas las rotaciones alrededor del eje e3 con ¢ € [—m, 7| y si v = T'(e3) entonces a partir
de exp(tk~1(v)) = exp(tk1(T(e3)) = T exp(ts~te3)T~! se obtienen todas las rotaciones
en el eje T'(e3).

Ahora, si 6(v) = §(w) entonces v, w deben ser vectores linealmente dependientes. De lo
contrario exp(v) = exp(w) serfa una rotacién que deja fijos a dos vectores linealmente
independientes, luego exp(v) = exp(w) = id y se tendria que v = w = 0. Por lo tanto
si 0(v) = 0(w) entonces §(v) y §(w) tienen el mismo eje de rotacién, entonces v = w
6v=—wy |v] =|w| =7 pues ambos tienen longitud menor o igual a . O

Este teorema nos da una formula explicita para producir una rotaciéon a partir de un
vector dado v, de modo que el eje de rotacion esta dado por la direccion de v y el angulo
de rotacién por |v| (donde las rotaciones por m y —7 sobre el mismo eje producen el mismo
efecto). El teorema nos da por lo tanto una descripcién geométrica del espacio SO(3).

Corolario 4.3. La funcién § induce un homeomorfismo de RP3 en SO(3).

Demostracién. Al identificar puntos antipodales en la frontera de D3, § induce un ho-
meomorfismo entre D3/ ~ = RP? y SO(3).

D3 - S50(3)
el
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Figura 4.2: Corolario 4.3

4.2. Cuaterniones

El dlgebra (real) H de los cuaterniones es el dlgebra de las matrices complejas 2 x 2

de la forma
a b
A= ( 7 ) ) (4.2.1)

Andalogamente a la conjugacién en C, H posee el antiautomorfismo:

t

H—-H A—A*"=A

el cual satisface:
(A+ B)* = A"+ B, (4.2.2)

(AB)* = B* - A",

Definicién 4.4. La norma del cuaternio A dado en (4.2.1) se define como:

N(A) = |a]* + |b]* = det(A). (4.2.3)
Por lo tanto N(A - B) = N(A) - N(B). Definimos la magnitud de A por |A| = \/N(A)
y se tiene entonces |A - B| = [A] - |B|. El cuaternio conjugado se denotard por A* y no

debe confundirse con la matriz conjugada A. Es facil ver que A- A* = N(A) - Id, por lo
tanto todo cuaternio A € H distinto de cero posee un inverso multiplicativo (como en los
complejos):

At =N(A)- A (4.2.4)

El algebra de los cuaterniones es un espacio vectorial de dimensién cuatro sobre R y la
forma cuadratica N hace de H un espacio euclidiano. También tenemos una inclusion

canonica C — H
c 0
c > ( 0z ) , (4.2.5)

mediante la cual podemos identificar a C como un subcampo de H. En C C H, la conjuga-
cién de H coincide con la conjugacion usual en C. Se debe tener cuidado de distinguir entre
coeficientes complejos de las matrices y los elementos de C C H. Mediante la inclusion
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(4.2.5) también podemos ver a H como espacio vectorial de dimensién 2 sobre C, donde
el subcampo C actia sobre H por multiplicacién izquierda.También debemos distinguir
entre la multiplicacién izquierda y multiplicaciéon derecha ya que H no es conmutativo.
Como espacio vectorial sobre C, H tiene la siguiente base candnica:

1:(5?) j:(_ol(l)) (4.2.6)

y se cumplen las siguientes reglas de multiplicacién:

P=—1, zj=jz= ( _Oz g ) vz € C. (4.2.7)

Entonces podemos escribir

a b _ .
(—l_) a)—a-l—i—b-j—a—i—bj, a,beC.

El espacio vectorial complejo H viene equipado con un producto interno unitario:
{a+bj,c+ dj) = ac + bd (4.2.8)

respecto al cual la base (4.2.6) es ortonormal.

La inclusién (4.2.5) induce también una inclusion:
R—H, r—r-1.

Como espacio vectorial real H tiene la base candnica

() (8 (5 0) () e

Observacion 4.5. La regla de multiplicacion de H como dlgebra sobre R estd dada por:
P=2=k*=—-1, ij=—ji=k, jk=-kj=1i, ki=—ik=]j

La base anterior es ortonormal con el producto interno euclidiano dado por la norma N
vista como forma cuadratica sobre H. A los cuaterniones de la forma ai + bj + ck, con
a,b,c € R les llamaremos cuaterniones imaginarios puros. Estos forman un espacio
euclidiano de dimensién tres I'm(H), que identificaremos con R? mediante la base 1, j, k.
En consecuencia, tenemos la descomposicion ortogonal candnica de H en el subcampo R
y el espacio euclidiano Im(H) = R?® de cuaterniones imaginarios puros:

H=R®R?} R>=Im(H) (4.2.10)
de tal manera que
A = Re(A) + Im(A) € H.

La regla de multiplicacién en (4.5) nos recuerda a las reglas del producto cruz (produc-
to vectorial) y muestra que éste se puede expresar en términos de la multiplicacién de
cuaterniones:
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Observacién 4.6. Para A, B € R® = I'm(H)
Ax B=1Im(A-B).

La descomposicién (4.2.10) estd determinada de manera tinica por la estructura de anillo
de H, como demostraremos. Recordemos que el centro de un anillo R se define como:

Z(R) ={z € R| zx = xz para toda = € R}.
Teorema 4.7. FEl centro del anillo H es el subcampo R.
Este resultado se deduce inmediatamente del siguiente lema.
Lema 4.8. Sean A€ H\ R y X € H tales que XA = AX entonces X € R+ R- A.

Demostracion. Notemos que XA = AX siy sélo si XIm(A) = Im(A)X. Por lo tanto
podemos suponer que A € Im(H) con A # 0. Para un cuaternio puro A = ai + bj + ck se
cumple:

(ai +bj + ck)? = —(a®> + b* + *) = —N(A) (4.2.11)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que X = Im(X). Claramente, la conmu-
tatividad de A y X no se altera al multiplicar por factores reales. Luego podemos su-

poner (después de normalizar en caso de ser necesario) que X? = A? = —1. Luego
(X —A)(X+A)=X?+XA—- AX — A> =0y por lo tanto X = +A. O

En consecuencia, el subcampo R es el centro del anillo H. De (4.2.11) tenemos que si
A € I'm(H) entonces A € R~ U {0}. Esta propiedad caracteriza a Im(H). En efecto, si
A=r+Qconr € Ry Q € Im(H), entonces A? = 72 + 2rQ + Q* si y sélo si A2 € R
cuando ) = 0, por lo tanto r = 0 6 Q = 0 y no es positiva si y sélo si r = 0. Por lo
tanto,

A€ Im(H) < A* ¢ R U{0}. (4.2.12)

La conjugacion A — A* también queda determinada por la estructura de anillo de H ya
que por (4.2.9):
(Re(A) + Im(A))" = Re(A) — Im(A) (4.2.13)

Por lo tanto, la estructura de H como espacio euclidiano queda determinada por su es-
tructura de anillo. Recordemos que el tnico automorfismo de anillos ¢ : R — R es la
identidad. Para H tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.9. Todo automorfismo de anillos ¢ : H — H satisface:
1. = idg.
o, = ide

2. p(A7) = (p(A))".

3 lp(A)] = [A].
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Demostracion. Como R = Z(H) entonces ¢(R) = R y como el tnico automorfismo de
anillos en R es la identidad, entonces go) = idg. De aqui se sigue que p(Im(H)) = Im(H).
R

Ahora, si A = B + C es la descomposicién en parte real e imaginaria de A, entonces
p(A) = o(B) +¢(C) = B+ ¢(C), por lo tanto p(A)* = B — ¢(C) = ¢(B = C) = (A7)
Finalmente, del hecho de que A- A* = N(A) € R se sigue que:

N(p(A)) = ¢(A) - p(A)
= p(A) - (A7)
= p(A-A7)
= »(N(4))
= N(4)
Por lo tanto N(p(A)) = N(A), en consecuencia |p(A)| = |A]. O

A continuacién presentamos algunas reglas para el calculo con cuaterniones las cuales
utilizaremos mas adelante. Por definiciéon de norma:

X - X*=X"X=|X|
Si se sustituye X por X + Y entonces

(X,Y) = %(X YUY X, (4.2.14)

en donde (-, -) representa el producto interno real en R*,

Observacién 4.10. X - Y* = —Y - X* si y sélo si (X,Y) =0 st X, Y € Im(H) esto es
equivalente a que: XY = =Y X

Corolario 4.11. Sean I,J € Im(H) ortonormales, si K = I.J entonces (I,J,K) es una
base ortonormal positiva de Im(H) y se cumple que:

P=rP=K=-1, IJ=-JI=K, JK=-KJ=1, KIl=—-IK=J

Demostracion. K* = IJIJ = —I*J*> = —1, por lo tanto K € Im(H) por (4.2.12).
La primera regla de multiplicacién se sigue también de (4.2.12) y de (4.2.14). De la
observacién anterior, vemos que K es ortogonal a I y J. También tenemos que |K|? =
K - K* = —K? = 1. Finalmente la base es positiva porque

K =Im(K)=1Im(IJ)=1xJ.
m

En consecuencia, la inclusion C < H no esté determinada por la estructura de anillo de H,
ya que toda transformacién ortogonal positiva I'm(H) — I'm(H) define un automorfismo
de H. Por ultimo, resulta ser 1til el siguiente resultado:

Proposicién 4.12 (Identidad triple). Para X,Y € H tenemos:

YXY =2(X*, V)Y — (Y,Y)X*".
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Demostracion. Por (4.2.14) tenemos: 2(X*,Y) = X*Y* +Y X multiplicando a la derecha
por Y y usando el hecho de que Y*-Y = (YY) se sigue el resultado. O

Hasta aqui en cuanto al calculo con cuaterniones. La notaciéon H se usa en honor a Hamil-
ton quien fué su descubridor. Histéricamente los cuaterniones no han sido tan relevantes
como los complejos, sin embargo son de gran importancia para el estudio de las formas
cuadraticas y los principales grupos de matrices.

El conjunto de los cuaterniones de norma 1 es el grupo multiplicativo:
Sp(1)={A€H| N(A) =1}. (4.2.15)

Como espacio Sp(1) = S? € R* = H aunque como grupo es mejor conocido como:

so)={ (G o) | e =1} = sue

Este grupo es tan importante que recibe un tercer nombre: Spin(3) y lo estudiaremos
con mas detalle en las siguientes secciones pues tiene una estrecha relacién con SO(3).

Concluimos esta seccién con una pequena aplicacion a la teoria de niimeros. A partir de la
formula N(A)-N(B) = N(A-B) y de la expresiéon N (a; +agi+azj+ask) = a?+a3+a3+a?
obtenemos una férmula que expresa el producto de dos sumas de 4 cuadrados nuevamente
como suma de 4 cuadrados:

Identidad de los cuatro cuadrados:

(@4 ... +a)(Bi+ ... +03) = N((a1 + agi+ asj + ask)(by + byi + bsj + bsk))

a1b; — agby — a3b3 - a4b4)2
2

albg + CLle + a3b4 — Cl4b3

(
+ )
+ (a1bs + asby + asby — a2b4)2
+ )

CL1b4 + (Z4b1 + CLng — a3b2 2.

Esta identidad es particularmente interesante cuando ay, ..., a4, by, ..., by € Z.

4.3. Los grupos SU(2), SO(3) y SO(4)

Consideremos nuevamente la base candnica de H sobre los reales:

1:((1)(1))’:(8—0@)]:<—01(1)>kz(?é) (4.3.1)

y observemos que (i, j, k) es una base ortonormal para el espacio su(2) de matrices anti-
hermitianas de traza cero, por lo tanto

su(2) = Im(H). (4.3.2)

Esto resulta bastante natural pues SU(2) = S® C H es la esfera unitaria y su(2), el espacio
tangente a SU(2) en la identidad, es el complemento ortogonal de R C H.



CAPITULO 4. CUATERNIONES Y GRUPOS ORTOGONALES 77

SU@)
Figura 4.3: Representacion del grupo SU(2) y su espacio tangente en [

En la seccién anterior vimos como multiplicar cuaterniones, esto nos permite obtener
la estructura de su(2) como algebra de Lie:

[i,j]=1j —ji=2ij =2k, [j,k]=2i, [ki] =2j.

El factor 2 se puede eliminar facilmente. En efecto, si ponemos e; = i/2,e5 = j/2,e3 = k/2
obtenemos:
e1, €] = €3, ez, e3] =€1, ez, en] = e (4.3.3)

y podemos concluir lo siguiente; ver (4.1):

Teorema 4.13. Ezxiste un isomorfismo de dlgebras de Lie:
su(2) — s0(3).

Entenderemos mejor este isomorfismo si estudiamos la relacion entre los grupos corres-
pondientes. Recordemos primero un resultado importante sobre los grupos ortogonales.

Definicién 4.14. Sea V' un espacio euclidiano y v € V tal que |v| = 1. Entonces la
reflexion asociada a v estd dada por:

R,: V=V (4.3.4)
x =z —2(x,0) - .

Esta transformacién es la identidad en el hiperplano ortogonal a v, H, = {z | (z,v) =
0} v Ry(v) = —v , por lo tanto R, es la reflexién en el hiperplano H,. En particular
det(R,) = —1si V es de dimensién finita. Si 7' € O(V') entonces claramente

ToR,oT =Ry, (4.3.5)

ya que ambos lados mandan el vector T'(v) en —7'(v) y dejan fijo al hiperplano Hp,).
Ademds se tiene s? = id.
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Cn

Figura 4.4: Teorema 4.15

Teorema 4.15 (Cartan-Dieudonné). Si V' es un espacio euclidiano de dimension n,
entonces todo automorfismo ortogonal de V' es composicion de k reflexiones con k < n.
El niimero k de reflexiones es par si y sdlo si el automorfismo estd en SO(V).

Demostracion. Sea « tal automorfismo y (e, ..., €,) una base ortonormal de V. Procede-
remos por induccién sobre n. Si a(e,) = e,, entonces « es por hipétesis producto de a lo

mas n — 1 reflexiones y si a(e,) = w # e,, entonces pongamos v = %, por lo tanto
R,(w) = e, y R,o« es producto de a lo més n-1 reflexiones. Por lo tanto « = R,0 R, 0o« es
producto de a lo més n reflexiones. La iltima afirmacién es clara ya que det(R,) = —1. [

Ahora identifiquemos H con R* mediante la base (4.2.9) y estudiemos el grupo ortogonal

O(H) = O(4).
Si A, B € SU(2) C H, entonces las transformaciones
H — H

X—AXB y X— AX*B

son ortogonales porque |[AXB| = |A| - |X|-|B| = |X| = |AX*B|. Veremos que todas las
transformaciones ortogonales de H son de este tipo.
Consideremos las transformaciones de la forma:

pa: H — H, X—AXA

con A € SU(2). Entonces se cumple:

Teorema 4.16. Toda transformacion ortogonal positiva H — H es composicion de a lo
mds cuatro transformaciones de la forma pa con A € SU(2). El grupo O(H) estd generado
por el conjunto de todas las pa con A € SU(2) y la conjugacion X — X*.

Demostracion. Aplicando la férmula (4.2.14) para Y = 1 se tiene que (1, X) = $(X -1+
1 - X*) por lo tanto
Ri(X)=—-X". (4.3.6)

Por otra parte, se cumple
pa=Rao Ry, (4.3.7)
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ya que al aplicar la identidad triple (4.12) tenemos:

RaoRi(X) = —Ra(X*)=—X"+2(A XA
= 2X" A)A — (A, A)X*
— AXA.

Finalmente nétese que
RpooRp=psop_p- (4.3.8)

En efecto,

RioRp = Rpo(RioRy)oRp
= (RaoRy)o(RioRp)
= (RaoRi)o(RioRpoR;")oR

= PAOP-B*-

por (4.3.6) y (4.3.5).
La primera afirmacién del teorema se sigue ahora de (4.3.8) y del teorema (4.15).

Sia€ O(H)\ SO(H) y x : H — H es la conjugacion, entonces o = (o k) ok con ok €
SO(H) porque la primera afirmacién es composicién de a lo mas cuatro transformaciones
pa con A € SU(2). O

El resultado importante que queremos exponer se hara poco a poco. Notemos que el grupo
SU(2) x SU(2) actia ortogonalmente sobre el espacio euclidiano H, a saber (A, B) actia
sobre X € H por:

(A,B) : X — AXB".

Esto da lugar a un homomorfismo
0 :SU((2) x SU(2) — SO(H) = SO(4) (4.3.9)
que manda a (A, B) en la transformacién ortogonal
H — H, X — AXB".
Por otro lado tenemos la representacién adjunta
a:SU((2) — SO(Im(H)) = SO(3) (4.3.10)

que manda A sobre la transformacién ortogonal Im(H) — Im(H), X — AXA*. El
hecho de que la imagen de ¢ 6 « consista de transformaciones que preserven orientacion
se sigue de la continuidad del determinante y de que SU(2) es conexo.

Teorema 4.17.
1. El homomorfismo ¢ es sobreyectivo y ker(¢) = {1, —1}.

2. La representacion adjunta o es sobreyectiva y ker(a) = {1, —1}
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El primer inciso fué descubierto por Hamiton, el segundo por Cayley. El elemento identi-

dad en SU(2) x SU(2) es obviamente (I, ).

Demostracion. Al tomar B = A* vemos que los generadores p4 estan en la imagen de .
Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva. Por otro lado, si f € SO(Im(H)) entonces f se puede
ver como una transformacién ortogonal en SO(H) poniendo f|g = idg. Por lo anterior,
existen A, B € SU(2) tales que f(X) = AXB. Como f(1) = 1, entonces AB =1y por
lo tanto B = A*, luego f(X) = AXA* = AXA™' En consecuencia la representacion
adjunta « es sobreyectiva.

Sea ahora A € ker(a) entonces AX A* = X para todo X € I'm(H), por lo tanto para todo
X € H se tiene que AX = X A, es decir, A esta en el centro de H que es R, por lo tanto
A e RNSU(2) = {1,—1}. Finalmente si (A, B) € ker(p), entonces AX B* = X para toda
X € H. Haciendo X = 1, se sigue que A = B de manera que A € ker(«). En consecuencia

(A,B)=(A,A) € {(1,1),—(1,1)}. O
Corolario 4.18.

1. 8i f € OH) \ SO(H), ezxisten A, B € SU(2) tales que f(X) = AX*B para toda
X e H.

2. Si f € O(Im(H))\ SO(Im(H)) existe A € SU(2) tal que f(X) = —AXA*.

Demostracion. Sea k : X — X* la conjugacién y notemos que x(X) = —X para X €
I'm(H). Entonces para el primer inciso: fox € SO(H) por lo tanto existen A, B € SU(2)
tales que f(X) = f o k(X*) = AX*B. Para el segundo inciso: f o x € SO(Im(H)) por lo
tanto existe A € SU(2) tal que f(X) = for(—X)=A(—X)A* = —AX*A. O

Teorema 4.19. Todo automorfismo de anillos ¢ : H — H es de la forma o(X) = AXA™!
para algin A € SU(2).

Demostracion. Por teorema el (4.9) ¢ es ortogonal. Como (1) = 1 entonces ¢(X) =
AXA™ 6 p(X) = AX*A™! para alguna A € SU(2). Pero el segundo caso es imposible
porque

O(XY) = AXY)*A™!
AY* X AT
(AY*A™H(AX*ATY
= p(Y)p(X).

]

Observemos que el teorema (4.17) exhibe una parametrizacién de los grupos ortogonales
SO(3) y SO(4) por los grupos geométricamente mds simples SU(2) = S® y SU(2) x
SU(2) = S3 x S3. En particular, observemos que:

Teorema 4.20. Como espacios topoldgicos: SO(3) ~ RP? y SO(4) ~ S3 x RP3.
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Demostracién. SO(3) = S3/{1,—1} = §%/(x ~ —z) = RP3. Por otro lado,

SO4) = (8% xS*/{(1,1),—(1,1)}

= (8° x5 /((x,y) ~ —(2,9))
~ 93 xRP?

]

De hecho, SO(4) es una cuéddrica proyectiva real, a saber: en H x H = R® se tiene la forma
cuadratica
v (X,Y) = N(X)— N(Y)

La cuédrica proyectiva asociada en P(H x H) = RP7 es

Q = {[(X, V)] N(X) = N(Y) =0}
= {[(X V)X -y =0}
= (" x SH/((X,Y) ~ =(X,Y)).

y ésta es SO(4).

El subgrupo normal SU(2) x {1} de SU(2) x SU(2) es mapeado por ¢ de manera inyectiva
sobre un subgrupo normal G < SO(4), isomorfo a SU(2), porque ker(¢) N (SU(2) x
1) = {1} y ¢ es sobreyectiva. Por otra parte podemos obtener un isomorfismo de SO(3)
en un subgrupo (que no es normal) H < SO(4) del siguiente modo: consideremos el
monomorfismo diagonal § : SU(2) — SU(2) x SU(2), dado por A — (A, A). Tenemos
entonces un diagrama conmutativo de homomorfismos de grupos

SU(2) * - SU(2) x SU(2)
SO@3)- - - -~ --=50(4)

donde d : SO(3) — SO(4) esta inducido por ¢ ya que ker(a) = {1, -1} = ker(¢ 06). Esta
ecuacién también muestra que d es inyectiva: si d(«a(X)) = 1, entonces ¢(6(X)) = 1 de
donde «a(X) = 1.

Teorema 4.21. Eziste un subgrupo normal SU(2) = G IS0(4) y un subgrupo SO(3) =
H < SO(4) tales que GNH =1, G- H = SO(4). Por lo tanto SO(4) es producto
semidirecto de SU(2) y SO(3).

Demostracion. Hagamos p(A,1) = ¢(B,B) € G N H, entonces p(A™'B,B) = 1 por lo
tanto B = 1y o(B, B) = 1. Asi mismo ¢(A, B) = p(AB™4,1)-¢(B,B) e G-H. [

Todos estos homomorfismos son por definiciéon continuos y por lo tanto, esta descompo-
sicién afirma que como espacios SO(4) =~ S x RP3. En particular, el teorema afirma
que SO(4)/G = GH/G =2 H = SO(3), por lo tanto: SO(4) actiia en R mediante el
epimorfismo SO(4) — SO(3).
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La representaciéon adjunta « : S® = SU(2) — SO(3) parametriza las rotaciones de manera
tinica salvo signo, por puntos en S®, es decir, por medio de los pardmetros (k, A, i, /) con
k% + A2+ p? + v* = 1. Podemos calcular explicitamente la matriz asociada A € SO(3):

Observacion 4.22 (Parametrizaciéon de Euler de SO(3)).

K24+ N2 — 2 — 12 —2kv + 2\ 2K+ 2\
A= 25V + 2\ K2 — 22— 1?2 —2K\ + 2uv
—2Kp + 2\v 2N+ 2ur K2 — A2 — 2 402

Asi a todo punto (k,\, u,v) € S? le corresponde una matriz A € SO(3) y a toda matriz
A € SO(3) le corresponde una tnica 4-tupla (salvo signo) en S>.

En SU(2) podemos conectar 1 = ( (1) (1) ) con —1 = ( _01 _01 ) mediante la trayec-
et 0

0 it ) t € [0, 7]. Como elemento de H:

toria t — A(t) = (

10 -1 0 .
A(t) = cost - ( 01 ) +sent - ( 0 —i ) = cost + (sent) -4
y se puede verificar facilmente que la rotacion
©(A(t)) : X + (cost +isent)X(cost —isent)

correspondiente a A(t) manda el plano L(j, k) C Im(H) en si mismo y con respecto a la
base (j, k) estd dada por la matriz

S 500)

Figura 4.5: p(A(t)) € SO(3) describe una rotaciéon completa, mientras A(f) no.

cos2t sen?2t
—sen2t cos?2t

), 0<t<m.

Por lo tanto: cuando t € [0, 7], p(A(t)) € SO(3) describe una rotacién completa alre-
dedor de un eje, mientras que A(mw) = —A(0).
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Notacién fisica: Para nosotros, el dlgebra de Lie de S' = U(1) es iR y la funcién
exponencial es
exp : it — e”.

Los fisicos prefieren trabajar con niimeros reales que con niimeros imaginarios y prefieren
matrices hermitianas a las antihermitianas. En vez de las dlgebras de Lie LG que hemos
considerado, prefieren considerar el dlgebra de Lie :LG y pasar de LG a iLG via multi-
plicacién por (—i). Siempre que tengamos una matriz A € LG, para los fisicos es —iA y
el correspondiente corchete de Lie para los fisicos es:

[A',B') = i(A'B' — B'A').

Explicitamente:

(A, B) Matematicos AB — BA

(—i)l L(—i)

(—iA,—iB) = (A, B") i(A'B' — B'A") = —i(AB — BA)

Fisicos
Del mismo modo la exponencial para los fisicos esta dada por:
A exp(iA).

Esta convencion la observamos también en su(2) y en lugar de la base

(0 %) (%0) (70)

del espacio de matrices antihermitianas 2 x 2 de traza 0, se multiplica por (—i) para
obtener una base de las matrices hermitianas 2 x 2 de traza cero:

(0 %) (F3) (16)

Estas matrices tienen un nombre especial, se denominan las matrices de Pauli y apa-
recen en mecanica cuantica al estudiar la interaccién del espin de una particula con un
campo electromagnético externo.

4.4. El grupo simpléctico

Los resultados basicos de algebra lineal, a saber, el teorema de completacion de bases
y sus consecuencias también son validos para anillos de divisién (no necesariamente con-
mutativos). Entonces tenemos espacios vectoriales sobre H, donde la multiplicacién por
escalares de H es siempre a la izquierda. Un espacio vectorial finitamente generado sobre
H tiene una dimension bien definida n y por lo tanto es isomorfo a H". Una transforma-
cién H-lineal o : H* — H" se describe por una matriz n x n A = (a,,) con coeficientes en
H de la siguiente manera: si e, € H" es el v—ésimo vector candnico, entonces el escalar

ay, esta determinado por
ale,) = g A\ E-

A
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Si h = (hy,...,h,)" € H" entonces

Oé(h) = (Z hueu> = Z h,,Oé(@,,) = Z hyay, ex
v v (70N
por lo tanto la componente a lo largo de ey es:
a(h)r = hya,. (4.4.1)

Esta es la férmula usual, sin embargo notemos que los a,, aparecen a la derecha. Pode-
mos entonces identificar el grupo de H-automorfismos de H" con el grupo de matrices
invertibles n x n con coeficientes en H:

GL(n,H) := Autg(H").
Las matrices aqui se multiplican de la siguiente manera:

(ar) - (b)) = (en) (4.4.2)

Cy — E bm,~a)\u.
I

El intercambio del orden de los factores en la tltima igualdad es consecuencia de que las
transformaciones H-lineales del H-espacio vectorial H en si mismo, son de la forma:

Al H—-H, X—X-A

con A € H. Es decir, estan dadas por multiplicaciéon a la derecha por un elemento fijo A
(la imagen del 1), entonces [A] o [B](X) = [A](XB) = XBA = [BA|(X). Por lo tanto

tenemos el anti-isomorfismo:
H — Endg(H), A [A]

[A+B]=[A]+[B], [AB]=[B]-[A].

Las componentes de las matrices son ahora elementos en Endy(H) y como tales se deben
multiplicar en el orden correcto. Asi mismo, tenemos el isomorfismo:

H — Endy(H), Aw— [A"].

Recordemos que la teoria de determinantes para campos se puede generalizar al caso de
anillos conmutativos, pero no para anillos de divisién no conmutativos. Aunque esto no
es tan malo, ya que una transformacién H-lineal es en particular una transformacién R-
lineal de espacios vectoriales reales y es invertible (un isomorfismo) si es invertible como
transformacién R-lineal, es decir, si es biyectiva. Esto se cumple si y sélo si el determi-
nante de dicha transformacién real (con respecto a una base real) es distinta de cero y
ésta condicion define un subconjunto abierto de Endy(H™). Por lo tanto, GL(n,H) es un
subconjunto abierto del H-espacio vectorial Endg(H) = H2" =~ R**. En consecuencia
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GL(n,H) es un grupo de Lie.

Como espacio vectorial complejo, identificamos a H con C? mediante el isomorfismo H =
C+ C-j = C? ver (4.2.6). Esto produce el isomorfismo canénico de espacios vectoriales
complejos

H'=C"+C"-j=C"@C"x=C™ (4.4.3)

Por lo tanto, podemos ver a un endomorfismo H-lineal o de H" como un tipo muy especial
de endomorfismo C—lineal de C*™:

C"=C'eC =C"+C"j S C +Cj =™,

a saber, como uno que conmute con la transformaciéon R-lineal (pero no C-lineal) dado
por multiplicacion izquierda por 7, es decir, con la transformacion:

J:C"eC"—=C"apC"

(u,v) = u+vj—jlutvj) = -v+aj = (-7,7).

El hecho de que un endomorfismo complejo de C?"= C" & C" conmute con la transfor-
macion J significa que la matriz del endomorfismo tiene la forma:

( ° “ZE ) A, B € End(C"), (4.4.4)

como se puede observar del diagrama:

(u,0) & U
(5 7))l ()
(Au, Bu) (—Bu, Au)

Por lo tanto podemos identificar G L(n, H) con el grupo de matrices complejas 2n x 2n de
la forma (4.4.4). Como matriz n X n con coeficientes en H, (4.4.4) es la matriz A+ Bj, la
cual satisface (A + Bj)u = Au + Buj para u € C" C H", por (4.4.1).

En H" se tiene el producto interno simpléctico usual:

(h, k) = zn: hok (4.4.5)

para h = (hy,...,h,)" k= (ki, ..., k,)" en H". La norma asociada es N(h) = (h,h) > 0

Definicién 4.23. El grupo simpléctico Sp(n) es el grupo de los automorfismos de H"
que preservan la norma:

Sp(n) ={a € GL(n,H) | N(a(h)) = N(h) ¥V h € H"}.
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Al igual que en el caso complejo, se puede ver que los H-endomorfismos que preservan
norma, el endormorfismo H—lineal también preserva el producto interno simpléctico. Si
identificamos H" con C** como antes, entonces la norma simpléctica es la norma |h|*
unitaria usual en C?", por lo tanto por (4.4.4) Sp(n) es el subgrupo de U(2n) de matrices:

A -B

— | €U(@2n), A BecEndC"). (4.4.6)
B A

Los elementos de este grupo de matrices complejas se denominan matrices simplécticas.

De manera natural Sp(1) es el grupo de cuaterniones de norma 1, entonces

Sp(1) =2 SU(2) = S (4.4.7)

Notemos que la transformacién j- : C** = H* — H" = C?*, que manda (u,v) = u+vj en
j(u+wvj) = (—v,u) no es C—lineal. Sin embargo es la composicion de la transformacién C-
lineal (incluso H-lineal) dada por multiplicacién derecha por j y la conjugacién compleja
c:C?* — C®, w — w. La multiplicacién derecha con j induce la transformacion:

J:C¥"=H"L H" =C> (u,v) — (—v,u)

J— ( ? _oI ) (4.4.8)

donde [ es la matriz identidad en GL(n,C). En consecuencia, una matriz unitaria S €
U(2n) es simpléctica si y sélo si SeJ = ¢JS. Como Se = ¢S, esta condicién es equivalente
cSJ = ¢JS, es decir, SJ = JS. Como S es unitaria, S = (S*)~! en consecuencia S es
simpléctica si y sélo si S € U(2n) y

StJS = J. (4.4.9)

Esta igualdad implica que la transformacién lineal S deja invariante a la forma bilineal
con la matriz asociada J, es decir, a la forma bilineal (u,v) — u'Jv. Esta es una forma
bilineal antisimétrica, por lo tanto u'Jv = —v'Ju porque J* = —.J.

Dejando a un lado la condicién de que S sea unitaria, obtenemos el grupo simpléctico
complejo:
Sp(n,C) ={S € GL(2n,C) | S*'JS = J}.

El dlgebra de Lie sp(n) de Sp(n) es el dlgebra de las matrices antihermitianas en Endy(H") C
End(C?") y tales matrices son las matrices complejas 2n x 2n de la forma
A -B
— A*=—A, B'=B. 4.4.1

(5 %) , (44.10)
La funcién exponencial manda los Endg-(H") en los Aut(H) y las matrices antihermitia-
nas en las matrices unitarias, en consecuencia la exponencial manda el dlgebra sp(n) en el
grupo Sp(n), es decir, la funcién exponencial manda una vecindad del 0 de sp(n) en una

vecindad de la I de Sp(n). La dimensién de Sp(n) es la dimensién del espacio tangente
en la identidad del grupo, por lo tanto por (4.4.10) tenemos:

dim sp(n) = 2n* + n. (4.4.11)



CAPITULO 4. CUATERNIONES Y GRUPOS ORTOGONALES 87

Nos preguntamos ahora, ;Cual es la forma candnica de Jordan de una matriz simpléctica
A?. Sea A una matriz simpléctica y w € H" un vector propio, consideremos a A como
la transformacion C-lineal entonces Aw = Aw donde A € C. Por lo tanto Ajw = jAw =
jA\w = Njw, asf jw es un vector propio con valor propio A. En consecuencia los vectores
w generan H-subespacios de H" los cuales son invarianets bajo una base compleja de
vectores propios de la forma w, jw. El complemento ortogonal de Ly(w) es invariante
bajo Ay por lo tanto de manera inductiva, existe una base ortonormal (wy, ..., w,) de H"
tal que Aw, = A\, w, entonces A(jw,) = A jw, con \, € C. En otras palabras:

Teorema 4.24. Para toda matriz A € Sp(n) existe una transformacion T' € Sp(n) tal
que TAT™! es una matriz diagonal compleja, con diagonal (A1, ..., An, AL, oo Ap).

Observemos que, aunque los w, son vectores propios de la transformacién A que es H-
lineal, no podemos concluir que el espacio generado Ly(w,) de la transformaciones H-
lineales consta de los vectores propios (y el 0).

En conclusion, tenemos tres situaciones andlogas para R, C y H con su producto interno
correspondiente:

Sp(n) C GL(n,H) con el producto interno simpléctico,
U(n) C GL(n,C) con el producto interno hermitiano,
O(n) C GL(n,R) con el producto interno euclidiano.

donde GL(n,R) C GL(n,C) C GL(n,H) por las inclusiones H* = C?", C" = R* y
GL(n,H) C GL(2n,C), GL(n,C) C GL(2n,R). El siguiente diagrama muestra algunas
inclusiones que hemos mencionado:

GL*(2n,R) GL(2n,C)

GL"(n,R)——GL(n,R)—— GL(n,C)~—— GL(n,H)

SO(n)c O(n)¢ Un)————— Sp(n)

SO(2n) U(2n).

4.5. El grupo de Lorentz

Sea V' un espacio vectorial real de dimension finitay v : V xV — R una forma bilineal.
Entonces se tiene el grupo ortogonal correspondiente

O(y) ={A € Aut(V) | v(Av, Aw) = v(v,w) para todo v,w € V}.

Si G es la matriz asociada a 7, entonces (Av)'G(Aw) = v'Gw, por lo tanto A’‘GA = G. De
esto se sigue que det(A)? - det(G) = det(G). Por lo tanto si v es no degenerada entonces

det(A) = £1.
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Podemos considerar apropiadamente cualquier campo y una forma bilineal més general
pero aqui nos interesa el caso en donde 7 es una forma bilineal sobre R, simétrica y no
degenerada. Dada una base podemos elegir un isomorfismo V' = R" = RP @ R? de tal
manera que la forma cuadratica asociada a R? @ R? este dada por

v RPOR! = R,  (2,9) = |z> = |y|*. (4.5.1)

Si 7 tiene indice ¢. Esta forma bilineal especial le denotaremos aqui con (v,w), a la
forma cuadrética asociada con (v,v) y al grupo ortogonal correspondiente con O(p, q).
Particularmente en fisica se tiene especial interés en el grupo de Lorentz L = O(1,3).
El espacio cuddratico R®R? con la métrica (4.5.1) se denomina el espacio de Minkowski
con la métrica de Minkowski definida por:

(v, w) = vowy — (ViwWy + Vawsy + V3Ws). (4.5.2)

En teoria de la relatividad con la velocidad de la luz normalizada, la primera coordenada
se denomina temporal y las tres restantes son las coordenadas espaciales. Los elementos
de O(1,3), es decir, las transformaciones del espacio 4-dimensional que dejan invariante
la métrica de Minkowski se les denomina transformaciones de Lorentz.

Para fijar ideas, consideremos el plano hiperbdlico R & R con la forma cuadratica
(z,y) — x* — y? entonces tenemos el correspondiente grupo hiperbdlico de isometrias
O(1,1). Donde SO'(1,1) es el grupo de rotaciones hiperbdlicas, el cual es la com-
ponente conexa en la identidad de O(1,1). Nos preguntamos, jcémo es la matriz de una
rotacién hiperbdlica?:

Si ( Z ccl ) es una matriz de rotacién hiperbdlica, entonces a®> — b* = 1 por lo tanto
a? > 1 de tal manera que @ > 1 6 a < —1. Pero un conjunto abierto en O(1,1) contiene
a la identidad, entonces a > 1, en particular para las rotaciones hiperbdlicas (el signo del
coeficiente se indica mediante la flecha 7). Por lo tanto:

a>1, a>=b*=1, ad—bc=1, ac—bd=0.

Una matriz de rotacion hiperbdlica tiene entonces la forma:

D(R) = ( O‘gf) agz) ) , a(R)=VI+R’, ReR (4.5.3)

y el conjunto de tales matrices es, en efecto la componente conexa en la identidad del

grupo O(1,1). Si sustituimos R = senh(z) = 3(e* —e™*) y a(R) = cosh(z) = 3(e* +¢™*)

que podemos escribir como cosh?(z) — senh?(z) = 1, por lo tanto

B _( cosh(z) senh(z)
D(R) = Afz) = ( senh(z) cosh(z) (4.5:4)
y por la identidad de la suma de funciones trigonométricas hiperbdlicas
Az +y) = A(z) - A(y). (4.5.5)

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:
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Observacion 4.25. La transformacion x — A(x) dada por (4.5.4) induce un isomorfismo
entre R y el grupo de rotaciones hiperbdlicas SOT(1,1).

En general, es mejor hacer cdlculos con la matriz D(R) dada en (4.5.3) porque los coefi-
cientes estan parametrizados por funciones algebraicas. Los vectores (a(R), R) se mueven
sobre la rama hiperbdlica a? — R? = 1, > 1. Los multiplos positivos o negativos de los
vectores, son justamente los que tiene la forma cuadratica positiva.

Figura 4.6: Rama hiperbdlica.

El vector (x,y) con |y| < x, x > 0 estd representado por la rotacién hiperbdlica D(R) de
un multiplo de ey, pues si (o, —R) =7 - (x,y), con r € R" ya que D(R)™! = D(—R).

Ahora bien, para el grupo de Lorentz sobre el espacio de Minkowski V' = R* tenemos
la base ortogonal (eg,e1,eq,€3) con (eg,e9) = —1, (e;,e;) = 1 para j = 1,2,3. Por lo
tanto en V tenemos: tres planos hiperbélicos E; = L(eg,e;) para j = 1,2,3 y A; el
grupo de transformaciones de Lorentz. Donde las rotaciones hiperbdlicas mandan FE; en
si mismo y éste corresponde al complemento ortogonal L(e;,ex) con {0,5} N {i,k}. En
consecuencia, por (4.25) tenemos que A; = R. La matriz (4.5.4) que corresponde a la
rotacion hiperbélica en A; le denotaremos por D;(R). Por otro lado, tenemos la inclusion
O(1) x O(3) C O(1,3) = L y se cumple:

Teorema 4.26 (Descomposicién de Iwasawa del grupo de Lorentz). La multiplicacion
imduce la biyeccion:

A x Ay x Az x O(1) x O(3) — O(1,3) = L.
En particular L ~ R3 x O(1) x O(3) como variedad suave.

Demostracion. Sea A = (a;;) € L. Como a2y — (a3, + a3q + a3y) = (Aeg, Aeg) = 1, si
at, > a?o + 1, entonces tenemos las rotaciones hiperbdlicas D; € A; tales que D3 Dy D1 A -
eg — € - €g; podemos asumir que ago > 0 y tenemos que D; = D;(R;) de tal manera que
(a(Rj), —R;) = r(apo,ajo). Pero si B € L 'y Bey = eey entonces € = =1 y B manda el
complemento ortogonal L(ey, es,e3) en si mimos, por lo tanto B € O(1) x O(3). O

Corolario 4.27. Si A = (a;j) € L, entonces el grupo de Lorentz se divide en cuatro
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componentes conexas, las cuales estan definidas por:

Ll det(A) =1, agp>1
LYo det(A) =1, ag < -1
LT : det(4) = -1, ag >1
L* 2 det(A) = —1, ag < —1

Las transformaciones de Lorentz en LT = L1 UL preservan la orientacién temporal
Y Ll U LY se denomina el espacio de orientacion.

Las rotaciones hiperbdlicas, en particular las que estan contenidas en A; son las trans-
formaciones de Lorentz que usualmente encontramos en los libros de fisica. Estas trans-
formaciones no son todas las transformaciones de Lorentz y para hablar mas sobre esto,
se debe estudiar con mayor detalle la estructura global del grupo de Lorentz. Para ello,
basta estudiar a Ll el grupo de Lorentz restringido del espacio-tiempo para conocer
las propiedades de todo L.

En la descomposicién de Iwasawa (4.26), la componente conexa de la identidad es una
variedad:

Ll = A -Ay- Az - SO(3) ~ R? x SO(3) ~ R x RP?. (4.5.6)
En consecuencia dim L1 = 0.

Por otra parte, el algebra de Lie L(Ll) se calcula como el espacio de las velocidades
iniciales de las curvas s — exp(sA) en Ll, A tiene la siguiente condicion:

(1+sA+.)n1+sA+..)=n

donde 7 es una matriz diagonal, con diagonal (1,-1, -1,-1). Lo que significa que n+s(A'n+
nA) + ... =n, por lo tanto A'n = —nA.

Observacion 4.28. El dlgebra de Lie de L es el espacio de las matrices A reales 4 x 4
con A'n = —nA. Tales matrices son de la forma:

0] C € End(R? ct=—-C
T ) € End(R?), =—C.

Por otro lado, existe una relacién entre los grupos SL(2,C) y L! similar a la de SU(2) y
SO(3), la explicaremos a continuacion:

Sea H(2,C) el espacio vectorial real de las matrices hermitianas 2 X 2 con coeficientes en
los complejos. Entonces dim H(2,C) = 4 y tal espacio tiene como base:

1 0 1 0 0 —1 01
7'0:<01>,7'1:(0_1>,T2:(Z 0),7’3:(10) (457)

Recordemos que 7y, 75, 73 son las matrices de Pauli y que en la notacion de los fisicos,
H(2,C) se puede ver como el dlgebra de Lie de L U(2).
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En H(2,C) definimos una forma cuadratica real, dada por el determinante:

det : H(Q,C) - R, X~ det(X) = (X, X) (4.5.8)
T11 T12 _ 2
( T o ) — T11222 ‘56'12‘

con la forma bilineal asociada:
1
(X,Y) = 5(%13/22 + x90y11 — Re(x12y21 + T21912)).

En consecuencia (4.5.7) es una base ortogonal para esta forma bilineal con el producto
interno:

<T077'0>:1, <Tj,7’j>:—1 j:1,2,3

(15, 7%) =0 J#k.
En otras palabras:

Observacion 4.29. La base (4.5.7) define un isomorfismo ortogonal entre el espacio de
Minkowski R* = R @ R? y el espacio H(2,C) de matrices hermitianas 2 x 2, con el
determinante como forma cuadrdtica.

Nos interesa ver a H(2,C) como el espacio de Minkowski y al grupo de Lorentz (especial)
como el grupo de las transformaciones de H(2,C).

Consideremos:

H(2,C) = H(2,C), X—X
que a cada matriz la manda a su adjunta y la base cumple que:
To =Ty, T;=—T7; paraj=123.

Observacion 4.30. La transformacion en la adjunta induce una transformacion ortogo-
nal H(2,C) — H(2,C),X — X de orden 2 en L ydet(X) =det(X), X - X =X - X =
(X, X) -id.

El grupo SL(2,C) actia linealmente sobre H(2,C) y A € SL(2,C) por
A(A): H(2,C) — H(2,C)
X — AXA*.

A saber, A(A) es ortogonal respecto a la forma cuadréatica (4.5.8), por lo tanto es un
elemento del grupo de Lorentz porque

det(A(A)X) = det(AX A") = det(A) - det(X) - det(A") = det(X).

De tal manera que A define un homomorfismo SL(2,C) — Ly como SL(2,C) es conexo y
A manda el uno en el uno, la imagen de A esté contenida en la componente de la identidad
de L.
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Teorema 4.31. Mediante A — A(A), A(A) : X — AXA* se define un homomorfismo
sobreyectivo

A:SL(2,C) — LT

con ker(A) = {1, —1}. La funcion A se denomina representacién espinorial del grupo
de Lorentz restringido.

Demostracion. Mostremos primero que ker(A) = {1, —1}:si A € ker(A) entonces AX A* =
X para toda X € H(2,C) entonces si X = 19 = id en particular se tiene que AA* = 1,
por lo tanto A* = A~L. De tal manera que la condicién AX = XA se cumple para toda
X hermitiana entonces se cumple para toda matriz antihermitiana porque éstas son de la
forma X con X € H(2,C). En consecuencia A conmuta con toda matriz X 2 x 2, ya que
toda matriz se puede escribir como la suma de una matriz hermitiana y una antihermi-
tiana. Por lo tanto si A = ( -id y como det(A) = (* =1 entonces A = +1.

Ahora, el teorema se sigue de lo siguiente: ambos grupos tienen dimensién 6, A es dife-
renciable, A es un homomorfismo porque si A, B, X € SL(2,C) entonces A(AB)(X) =
ABX(AB)* = A(BXB*)A* = A(A)(BXB*) = A(A)A(B)(X). Del diagrama:

SL(2,C) A Ll
A | NlA(A)
SL(2,C) < L

Como A es inyectiva en una vecindad del 1, entonces el rango (tras el teorema del rango
de calculo diferencial) es 6. Por lo tanto A es localmente sobreyectiva alrededor del 1y la
imagen de A contiene una vecindad U de 1 en Ll. Sin pérdida de generalidad sea U = U~!
un abierto entonces es facil ver que U es un sistema de generadores de Ll, porque Li es
conexo y por lo tanto A es sobreyectiva. En efecto,

UU” ={u,...,u, | u; € Uyn € N}
i=1

es un subgrupo abierto de Ll, las clases laterales son abiertas y solo posee una porque
Ll es conexo. O]

La descomposiciéon de Iwasawa o la ortogonalizacién de Gram-Schmidt proporciona el
homeomorfismo:

SL(2,C) ~ SU(2) x R* ~ §* x R®. (4.5.9)

Para ver de manera explicita que A es sobreyectiva: en primer lugar si SU(2) C SL(2,C)
y la acciéon de SU(2) por A sobre H(SL(2,C)), deja fijo 19, porque A - A* = 1 para
A € SU(2). Y el complemento ortogonal es el generado de las matrices de Pauli, el
espacio de matrices hermitianas con traza 0, por lo tanto isu(2). Entonces SU(2) actia
sobre A como su representacién adjunta como « en (4.3.9). Més explicitamente tenemos
la parametrizacién de Euler y las observaciones posteriores. Por otro lado se tiene en
A e SL(2,C) a los elementos
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y A(A) es la transformacién de Lorentz

To V> Ty + STy

o 2 —2 - 2 9
s $Ty + oy } a=1/2(a*+a?), s=1/2(a*—a™")

T, — T, para v > 1.

Estas son las rotaciones hiperbdlicas y si a € (0, 00), entonces s € (—o00, 00) de tal manera
que todas las rotaciones hiperbdlicas del plano L(7p, 71) se obtienen por conjugacién con
una rotaciéon que manda 71 en 7;. Entonces tenemos junto con (4.5.6) el grupo especial de
Lorentz.

La inclusién SL(2,C) — GL(2,C) indica que el subgrupo {1, -1} esta en el subgrupo C*
de multiplos de la matriz identidad e induce el homomorfismo:

Ll = SL(2,C)/{1,-1} = GL(2,C)/C* = PGL(2,C),

Este es un isomorfismo, a saber es inyectivo porque C* N SL(2,C) = {1,—1} y es so-
breyectivo porque para A € GL(2,C),det(A) = A%, se cumple que A = A(A\71A), A\C*,
A 1A € SL(2,C). Por lo tanto: el grupo de Lorentz restringido Li es el grupo de las
transformaciones lineales de la esfera de Riemann:

Ll = PGL(2,C). (4.5.10)

Recordemos que una proyectidad de CP! determina la imagen de tres puntos distintos 0,1,
00, es decir, dado un punto en el espacio X = {(z,y,2) € S* x S? x S? |z £y # 2 # z}.
Obtenemos el lugar geométrico

LT ~ R xRP? ~ X.
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Conclusiones

El problema de investigacion que nos planteamos en este trabajo consistié en usar
herramientas elementales del algebra lineal para estudiar las formas bilineales, las super-
ficies cuddricas, los grupos lineales y sus algebras de Lie; asi como los cuaterniones y los
grupos ortogonales. Para encontrar la solucion, formulamos ciertos objetivos los cuales
nos dieron los siguientes resultados:

El primer objetivo marcado fué el estudio de las formas bilineales y cuadraticas, con
ello nos detuvimos en un tipo muy concreto que son los productos internos, lo cual nos
llevo al estudio de las propiedades de los espacios euclidianos. Esto nos permite concluir
que las transformaciones lineales ortogonales de R™ en R™ con el producto interno usual
forman el grupo ortogonal O(n). Andlogamente, abordar el estudio de los espacios unita-
rios para el caso del espacio vectorial complejo nos permite concluir que, los automorfismos
unitarios de C" forman un grupo, el grupo unitario U(n).

En cuanto al segundo objetivo, observamos que la clasificacion de las superficies cuadri-
cas en R" esta intimamente ligada a la teoria de formas cuadréticas y por ende, al algebra
de matrices simétricas. La clasificacién de las cuddricas en R™ es de los siguientes tres
tipos: |z|? = [y> =0, |z =y =1y |z|?—|y> =22 conx € R", y € R*, 2 € R. Por
otro lado en cuanto a la topologia, notamos que las cuadricas asociadas a tales ecuaciones
son:

Q(n,m,z) ~R™™  Q(n,m,1) =~ S xR™  Q(n,m,0)NSytm 1 = gn-1l x gm-1

concluimos entonces que las cuadricas pueden verse como un producto de esferas. En el
caso complejo, obtuvimos:

Q(n,w) =~ C", Q(n,1)~TS" ' Qn,0)NS" ! ~V,,.

En el caso de los espacios proyectivos, la clasificacion de las cuadricas se reduce a la sola
ecuacién |z|* — |y|* = 0, de tal manera que las superficies cuddricas serdén homeomorfas a
Sl Sm1/(x,y) ~ —(x,y) para algin n,m € Z.

Referente al tercer objetivo, estudiamos que canénicamente a cada subgrupo de GL(n, K)
(K =R o C) se le puede asociar un espacio tangente en la identidad del grupo, el cual se

denomina algebra de Lie, de tal forma que las dlgebras de Lie asociadas a los grupos de
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Lie correspondientes son:

sl(n,R) = L SL(n,R)
sl(n,C) = L SL(n,C)
so(n) = L SO(n)
u(n) = LU(n) (4.5.11)
su(n) = L SU(n)
o(n) = L D(n)
nt(n,R) = LN*(n,R)
n*(n,C) = L N*(n,C).

Asimismo, la representacién adjunta de U(n) induce el homomorfismo:
ad : U(n) — SO(su(n)) £ SO(n*—1), T +  adr,
y en particular

ad : SO(n) — SO(s0(n)) = SO (@

) s T adr.

Finalmente, nuestro ultimo objetivo era el estudio de los cuaterniones y los grupos
ortogonales con lo cual podemos concluir que, la representacion adjunta induce el homo-
morfismo ad : SU(2) — SO(3) y un isomorfismo entre las correspondientes algebras de
Lie. Asimismo, concluimos que existe un isomorfismo entre so0(3) con el corchete de Lie
y R3 con el producto cruz. El estudio de los cuaterniones, nos permitié identificar H con
R* como espacio euclidiano mediante la norma como forma cuadraitica, la cual es una
herramienta que da lugar a lo siguiente: existe un homomorfismo de grupos

0 :SU((2) x SU(2) — SO(H) = SO(4).
y la representacion adjunta:
a:SU((2) — SO(Im(H)) = SO(3).

En consecuencia, como espacios topoldgicos: SO(3) =~ RP? y SO(4) ~ 5% x RP3.

Las propiedades de los cuaterniones también nos permiten concluir que los automorfis-
mos de H™ que preservan la norma (simpléctica) forman el grupo simpléctico Sp(n). De
tal manera que, tenemos tres situaciones andlogas para R,C y H : Sp(n) C GL(n,H),
U(n) C GL(n,C) y O(n) C GL(n,R) con el producto interno correspondiente.

Por tltimo dada una forma bilineal especial (real, simétrica y definida positiva), podemos
hacer corresponder un grupo ortogonal generalizado O(p, ¢). En nuestro caso, estudiamos
a L = O(1,3) el grupo de Lorentz. Podemos concluir que: topolégicamente L ~ R3 x
O(1) x O(3) es una variedad suave, la componente conexa Ll ~ R? x RP3. Asimismo,
conclufmos que existe una relacién entre los grupos SL(2,C) y Ll similar a la de SU(2)
con SO(3), de tal manera que

L1~ PGL(2,C) y Ll ~R3>xRP.
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